A le le I

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

ANNO CCXCVIII.
IO@3

=) 1SHASY AL JSB] - (@) 10F AEAN[ AR\

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME X.

1° SEMESTRE.

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI

PROPRIETA DEL CAV. V. SALVIUCCI

1901




— 197 —

Meccanica. — Sull’ equilibrio delle plastre elastiche inca-
Strate. Nota del dott. Tomyaso Bocero, presentata dal Socio Vor-
TERRA.

11 problema di determinare i piccoli spostamenti ¢ perpendicolari alle
basi di una piastra piana elastica (nel caso che vi sia isotropia nelle dire-
zioni parallele alle sue basi), da luogo all' integrazione dell' equazione :

(1) \/‘;—A',Tzfzgz/“/'(lz‘_"//), (112: T —)"‘, 41':k/2,,/:),

Wy
ove /o, %" sono costanti dipendenti dalla natura della piastra, T indica una
trazione normale al contorno della piastra, eguale in tutti i punti, e stimata
per unita di superficie, ed / & una funzione finita e continua, dipendente
dalle forze esterne che agiscono nei punti dell'interno della piastra (vedasi:
Clehseh, Théorie de U'élasticité des corps solides, traduite par MM. Barré
de Saint-Vénant et Flamant, pag. 688).

Se la piastra & incastrata, hanno luogo le seguenti condizioni limiti, cioe
relative ai punti del contorno della piastra:

A
Li/
p
I

=4
I

ove 7 e la normale interna al contorno della piastra.

Se T =0, vale a dire se non si esercita sulla piastra nessuna tensione
nel piano della superficie media di essa, 1’ equazione (1) si riduce a que-
st" altra:

() AE=kf (2, 7).

Quest’ equazione colle condizioni (2

(2) e stata integrata, nel caso di una
piastra circolare, dal Clebsch (op. cit., §

)
75) e dal Lauricella (); perd mentre
il procedimento del Clebsch, fondato su sviluppi in serie, conduce a calcoli

assai laboriosi, quello del Lauricella, invece, ¢ assai semplice: egli ottiene

(Y) Lauricella, Sull’equazione delle vibrazioni delle placche elastiche incastrate

(Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino, serie II. tomo XLVI, a. 1896).

Id.,, Integrazione dell'equazione 4*(4°u) =0 in un campo dv forma circolare (Atti id.,
vol. XXXI, a. 1896).
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la funzione cercata espressa mediante un integrale definito nel quale com-
parisce la seconda funzione di Green.

Se la piastra & ellittica e se f(z,y) & un polinomio si pud risolvere
il problema in questione in modo abbastanza semplice (').

Il Clebsch tratta anche il caso particolare (§ 76) in cui la piastra @
caricata unicamente da un peso applicato in un punto qualunque di essa;
perd anche in questo caso le formole definitive che egli ottiene sono assai
complicate.

In questa Nota prendo le mosse (§ 1) dalla formola stabilita dal Lauri-
cella o mostro come da essa si possa ottenere facilmente la soluzione del
caso particolare trattato dal Clebsch; la formola che ne risulta & assai sem-
plice e si presta bene allo studio della forma della piastra deformata; ne
deduco poi una interpretazione meccanica di un mio teorema di reciprocitd,
la quale vale per una piastra qualunque.

Nel § 2 determino mediante approssimazioni successive 1'integrale del-
1' equazione (1) colle condizioni (2), considero dapprima una piastra circolare,
poi passo (§ 3) ad una piastra piana qualunque. I1 problema in questione
non & che un caso particolare di un altro assai pil generale che ho risolto
in una mia Memoria di prossima pubblicazione; a causa di cid ometterd al-
cune dimostrazioni, rinviando per maggiori ragguagli alla mia Memoria
predetta.

1. Sia ¢ un campo circolare di centro O e raggio R; indichiamo con s
il suo contorno.

La seconda funzione di Green & quella funzione G, regolare in g, che
soddisfa nei punti di ¢ all'equazione #*G =0, e nei punti di s alle altre:

(op}
~
w
—
o
03
S

ove » ¢ la distanza di un punto M di ¢ (polo di G) da un punto qualunque P
pure di o.

Se 7/ indica la distanza di P dall' immagine thomsoniane M' di M
: - o , : : :
rispetto ad s e si ponme 7, ZE 7', ove o =OM, e facile verificare che la
funzione G & data dalla formola:

aed L
G=—3(A—7)F7r*logr, });

(1) Cfr. Boggio, Sopra alcune funzioni armoniche o biarmoniche in un campo el-
littico od ellissoidico (Atti del R. Istituto Veneto; in corso di stampa).

(3) Questa funzione G & stata ottenuta, sotto una forma leggermente diversa, dal
prof. Lauricella nella sua Nota citata.
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ponendo:

(3) I =7*logr— G
ne segue:

1 p
) F=g(t—rt)—rlog™t.

Questa funzione I' dipende evidentemente dalle coordinate del polo M e dalle
coordinate di P; si pud perd dimostrare che & simmetrica rispetto a queste
due coppie di variahili (1).

Cid posto, 1'integrale della (1'), colle condizioni (2), & dato dalla for-
mula (Lauricella, Memoria cit.):

) ', y)= 8/—:1 E r,y;z,y) f(z,y)do, (do = dz dy)
o poiche la funzione I' & conosciuta, essendo data dalla (4), il primo membro
risulta completamente noto.

Supponiamo ora che la piastra o, supposta orizzontale, sia caricata unica-
mente da un peso P che vi agisce in un punto determinato A, di coordi-
nate x,y; si pud, con grande approssimazione, immaginare, col Clebsch, in
luogo di un tale peso una forza grandissima C’ che agisca uniformemente
su tutto 1' elemento cilindrico verticale passante per A, di cui la base &
1" elemento do della superficie media della piastra e 1'altezza & eguale alla
grossezza della piastra; forza supposta tale che C'do tenda ad un limite finito
eguale al peso dato P; al di fuori di questo elemento, C' & ovunque zero.

Allora si pud mostrare facilmente che il secondo membro della (1) deve
esser ridotto a £C"; dimodoche la (5) diventa:

7 ke ‘o ;
{(z ,y)=817‘£1"(;f vy 2 ,y)Clde.

Questa formola si pud perd semplificare notevolmente. Descriviamo percio
una circonferenza di centro A e raggio J, piccolo in modo che questo cerchio
sia tutto contenuto in o. Chiamando o, questo cerchio, & evidente che la
formola precedente si riduce a quest'altra:

' I
Ezh) = 3 f Rz stz Cldos

T

TJ g
S

facendo tendere il raggio 0 a zero e osservando che C' non differisce da zero

(*) Questo teorema & un caso assal particolare di un altro che ho dimostrato nella
mia Nota: [z teorema dv reciprocita sulle funzioni di Green d'ordine qualunque (Atti
della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XXXV, a. 1900).
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: : g aQ N/
che nel punto A(z,y) ove si trova il peso P, e che, in questo punto, C'de
assume il valore finito P, si ha:

(6) e =

- I« g2, 9) P

T

(v2)

Questa formola semplicissima risolve il nostro problema.

Introducendo coordinate polari e sviluppando in serie la funzione I' si
otterrebbero due sviluppi diversi a seconda che il punto (z', 7") & pin vicino
o piu lontano dal centro O che il punto A; le formole che cosi si otterreb-
bero coinciderebbero con quelle ottenute dal Clebsch (1).

In modo analogo si pud procedere se invece di un peso solo si hanno
varl pesi applicati in differenti punti della piastra; la formola che si otter-
rebbe & la seguente:

(6") {2, y)= \LT DBy )P
ove (2;,y.) indica il punto d'applicazione del peso P,. Ne segue che lo
spostamento prodotto in tal guisa mon & altro che la somma di quelli che
sarebbero prodotti da quegli stessi pesi, supposti perd agire isolatamente.
La formola (5) vale per un'area qualunque o/, I' essendo sempre data
dalla (3), ove G indica la seconda funzione di Green relativa all area che
si considera; ne segue che anche le (6), (6') sono valide per 1'area ¢’. La
funzione G la si sa costruire per varie classi di aree (?).
Vediamo qualche proprietd dedotta dalla (6), relativamente ad una
piastra qualunque o'

Indicando con M il punto (z',7’) potremo serivere la (6) brevemente cosi:
\ - k
(61) ((M)=—IL(M,A)P;
o7T

togliamo ora il peso P dal punto A ed applichiamolo nel punto M, allora
avremo nel punto A:

uy

/(.
A)=="T(A,M)P,

T

(!) Notiamo a questo proposito che nell’ espressione delle funzioni Z, del Clebsch
(pag. 776) vi & una lieve inesattezza, perché nel trinomio entro la prima parentesi (....)
bisogna cambiare di segno 1'ultimo termine e scrivere ciod — 7, invece di -
(3) Cfr. ad es. Levi-Civita, Sull’ integrazione dell e

To.

. quazione 4,4, u =0 (Atti della
R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XXXIII, a. 1898)
doppia equazione di Laplace (Rendiconti della R. Accas
1° semestre 1900).

); Almansi, Integrazione della
lemia dei Lincei, serie 5% vol. IX.
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ma I'(M,A)=I(A,M), come risulta dal teorema di reciprocitd che ho
dimostrato nella mia Nota gia citata, onde

S(M)={(A),

quindi il teorema: Lo spostamento (verticale) del punto M, prodotto dal
peso P applicato in A, ¢ eguale allo spostamento che si avrebbe nel punto A,
qualora il peso P fosse applicato in M.

Il evidente, dall' interpretazione fisica della (6,) che gli spostamenti ¢
hanno lo stesso segno del peso P che li ha prodotti; ne segue quindi
dalla (6,) stessa: I'(M,A) >0, cioe: La funzione I ¢ positiva in ogni
punto dell’ area d'.

2. Cerchiamo ora 1'integrale delle equazioni (1), (2), regolare nel
cerchio o.

Sia » una funzione che soddisfa all’ equazione;

dv — KT 4 = kf(x, y)

ed & regolare in ¢ e su s

; € chiaro che esistono infinite di queste funzioni.
Poniamo poi nelle (1), (2):

{=u-to,
se ne trae che la funzione » deve soddisfare alle equazioni:
\ Ay — T u=0 in o
() W W
[o=—0v., —=—— sus;
M M

queste due ultime equazioni le seriveremo cosi:

R ;
U= e — WS
¢ 7 ‘

Cid posto, incominciamo a trovare 1'integrale » delle equazioni:

‘\ AYuy = EA*u in o
(7) { oY
W=, —= su §
) ¢ M ¥

ove & ¢ una indeterminata qualunque; ponendo poi & = A'T avremo 1 inte-
grale delle (7).
Ricordiamo percid che se F (2, 7) ¢ una funzione finita e continua in o,
1" integrale U delle equazioni:
AU=F(x,y) ingc

= =0 su §
M

Renpiconti. 1901, Vol. X, 1° Sem.

(]
=
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il quale, come gia si vide, & dato dalla formola:

‘ Ir'Fdo,

T Ja

=

U=

(o2}

soddisfa, nei punti di ¢ e di s alle diseguaglianze:
(8) |D'U| < 4; Ri-'@ ((=0,1,2,3),

ove @ & il massimo valore assoluto di F in o, le 4, sono costanti numeriche
positive, e DU indica una derivata parziale qualsiasi di ordine z della fun-
zione U.

Cid premesso, poniamo:

H)) U= U, - Eu, + &u.,

allora dalle (7") otteniamo i seguenti sistemi di equazioni:

ity
ffu, — 0 n ¢ y—¢, —— =Y sus
2N
i NI
1iu, = £u = l, = = () "
il
QU
1*u; — A uw;, - e = () ]
72
La funzione #, e data dalla formola di Lauricella (Nota eit.):
(R* —o0?)2 (2= R — o0 cos(e— 6
Halessrmel] =t
2w R . ,ln'%{l'—;'l{(‘w"’*(if—ﬂ)"' !
l“"—{;'l‘x"y_' W dee
47R ), R? T 0" —2Rocos (« — )’
e le altre, dalle seguenti:
1 . ‘
,_‘,\\T_VF/-//_W/G, (7. =212 3= au ! ).

Sotto certe condizioni per le funzioni ¢ .Y, la funzione », risulta fi-

nita, colle sue derivate parziali dei tre primi ordini, in o e su s: diciamo @
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il massimo valore assoluto di #%,, allora ricordando le (8) avremo: |
(10) [Diuy| << A, R=T @ (1) '
onde:

|42u, | << AR* @, (A =21,)
quindi:
(109 | Diug| << 2, R=1 AR @
da cui:

| %,

< (R @,
e in generale:

(10") | Dinj| < 4, R+ (AR?)’-! @
| 4*u;| < (AR?) @.

Prendiamo ora le serie:

(11) Diu = Diuy + ED'u, + £*Diuy ...

e diciamo T il massimo valore assoluto di Di,: se ne deducono, in virtu
delle (10), (10'), (10"), le disuguaglianze seguenti:

|Diu| < T+ 4 R |8 3, [EARp,

dalle quali risulta che le serie (11) sono assolutamente ed uniformemente
convergenti in o ¢ su s se e soddisfatta la condizione:

(12)
Dopo cid si ha dalle (11):

JR* < 1. '

Ay = L uy 4 E AL uy + EAu, . ..
onde

1 1 j ol (
=== A? m 2 £ Au
Snqu‘ wdo o GI‘AI Uy do - &), I'4*u, do -+

dalla quale segue facilmente:

e '
u:uu—{—;:\_, ‘ I'4*y do. ’

Le derivate di quarto ordine di # esistono e sono finite poiche, come é

facile verificare, la funzione #*z ammette derivate di primo ordine continue; f
si trae poi senza difficoltd, dall' equazione precedente : !
Ay =& A%, !

(*) In questa relazione e nelle seguenti ¢ sottinteso che 7 assume i valori 0,1,2,3.
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che & precisamente la prima delle equazioni (7). Si vede poi agevolmente
che sono anche soddisfatte le rimanenti due delle equazioni (7).

Ponendo & = 4T otteniamo 1 integrale delle equazioni (7), sotto la con-
dizione (12), che attualmente diventa: Ak TR*<1; questa & certamente
soddisfatta se una delle quantitd 4, T, R & abbastanza piccola. Dopo ¢id si
ha la funzione ¢ cercata dall equazione { = u - v. Cosi il nostro problema
e risoluto.

3. Consideriamo ora un'area qualunque o’ appartenente al piano a'y".
Supponiamo che la rappresentazione conforme di ¢’ sopra un cerchio o di
raggio R, appartenente al piano &y, si eseguisca colle formole:

2=a(z,y), ¥y=y(z,y);
ponendo

la prima delle equazioni (7) si trasforma nella seguente:

2 log HE YA D loec HE YA 1
Ay —2 ———— -— 2 ——— —— HA® — Au— E'TH*A*u=0
a ST S 0 0 + 0 L :'TH (2 v
. MW, : A
e sul contorno s di ¢ conosceremo u e =t facendo poi la sostituzione :
n
() nw=HU

le derivate di terzo ordine della funzione incognita spariscono, e 1'equazione
trasformata della precedente & della forma:

4*U =F(0),

ove F(U) & un’espressione lineare in U e nelle sue derivate parziali dei

due primi ordini; su s si conoscono poi i valori assunti da U, ol che in-
o
dicheremo rispettivamente con ¢ e y. Indicando con & una indeterminata

qualsiasi, cercheremo 1'integrale delle equazioni:

\.I‘U='§F(L') in o
(13) 0]

U=¢g, —=—u .
’ 4 M Al

che sono dello stesso tipo delle (7), salvo che nel
prima vi & F(U) in luogo di 4%.

¢l secondo membro della




Si pud operare su questo sistema in modo analogo a quanto si fece pel
sistema (7'); si trovera cosi una serie:

=U, 4 &0, + &0, +...
[che & 1'analoga della (9)], la quale, sotto una condizione analoga alla (12),
esprimerd 1'integrale delle equazioni (13).
Ponendo poi § =1 avremo la funzione U che risolve la questione pro-
posta. Dalla U si ottiene » mediante la («), e infine la funzione cercata ¢
dalla formola {=wu -}- v, colla quale il problema é risoluto.

Matematica — Swi prodotti infiniti divergenti. Nota del
prof. ETToRE BOrRTOLOTTI, presentata dal Socio V. CERRUTI.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

Meccanica. — Sulla determinazione dei moti sismici. Nota 11
del dott. M. ConNTARINI, presentata dal Socio V. CErRRUTI.

In una Nota precedente, pubblicata col medesimo titolo in questi Ren-
diconti ('), avevo dedotto le equazioni differenziali che reggono il movimento
del microsismografo a pendolo verticale e di quello a componente verticale.
Ora, valendomi dei risultati ottenuti, risolvo interamente il problema pro-
postomi, determinando in funzione del tempo i sei elementi del moto sismico.

§ 1. Integrazione delle equazioni.

Come apparisce dalle equazioni (7) e (10) della Nota citata, il movi-
mento d'un pendolo verticale dipende da cinque incognite (&, 7, «, £, y)
mentre non pud dar luogo che a tre equazioni (%), e quello d'un sismografo
a componente verticale dipende da due incognite (¢, @ oppure ¢, g secondo
che il suo movimento relativo ¢ dato dalla equazione (8) od (8,)), mentre da
luogo ad una sola equazione: per determinare completamente il movimento
del terreno, bisogna quindi ricorrere ad una opportuna combinazione di stru-
menti disposti tanto vicini che i loro moti relativi si possano riferire ad un

(1) V. fascicolo precedente, pag. 143. — Per tutto cid che & necessario all’intelli-
genza della presente Nota mi riferisco alla Nota citata.

(2) Veramente gli ordinarl pendoli verticali dimno soltanto due tracciati ai quali
corrispondono le due prime equazioni (7); in essi la rotazione relativa » rimane scono-
sciuta al pari di y, cosicché per avere la componente vorticosa del movimento bisogna

ricorrere ad altri strumenti.




