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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Sui prodotti infiniti divergenti. Nota II (') del
prof. ETTorE BorrToLoTTI, presentata dal Socio V. CERRUTI.

106
7. Sia dato il prodotto infinito
(A
M V(14 4,)
( 0 <A,
e supponiamo prima che sia
(2) lim A, =0.

n=—oo

Se si definisce una funzione f(z) con le condizioni che per £ =0 as
suma il valore

(3) f(0)=1,

che per il valore x=mn, si abbia

(4) f (i) = Pn,

che in tutti ¢ punti a distanza finita dell’ asse reale sia continua e mono-

tona ed ammetta derivata determinata, avremo, per la ipotesi (2),

5 L fE+1) in
(5) 1‘,“1, @) _11231 (14A)=1.

(*) V. pag. 236.
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L'esistenza di una tale funzione & messa fuori di dubbio quando si con-
sideri che, per prodotti infiniti che non divergono pil rapidamente di z!,
le formule note di interpolazione (*) danno modo di costruire immediatamente
una funzione analitica /() con le proprietd richieste. Per successioni P
divergenti pill rapidamente di »!. trovato un numero intero p abbastanza
grande perché il logaritmo di indice p: log , P, non diverga pit rapida-
mente di 7!, si costruird una funzione analitica ¢(n) soddisfacente le con-
dizioni

¢(n) = log @ Pn,

poi si prenderd
f(l) = ¢ 8-.:

Dalle condizioni imposte alla f(z) si deduce che il limite della
f(z) per &= o0, non pud essere diverso da quello della successione Pt
r=1,2,3, ...) se questultimo ¢ finito, e che, quando sia infinito,
anche f(z) é per &= infinita dello stesso ordine.

Dalla (5) poi si ricava che la funzione f(z) appartiene alla prima

classe (), e ciod che si ha

( f(2)=¢

6) 4 o P
(© { &(z) infinitesima per z =

8. Di qui in particolare: I prodotti infinit; I (1 - A,) pei quali ¢
soddisfatta la condisione
lim A, =0,

—m

soddisfano la relasione

) (op = om0 -
@) ) ,h:ui ¢ Ill(l FA)=0

{ a reale positivo qualunque .

9. Se consideriamo la funzione

) f(z 1)
8 ) e ——
® Gt

questa, per le ipotesi poste per la f(z), ¢ finita continua, e derivabile in

(1) Cfr. p. es. Bendizon. Acta Matematica, t. IX, pag. 1, 1886.
(2) Cfr. nel citato lavoro Sulla determinazione dell'ordine di infinito, il § dove sono

studiate le funzioni della prima classe.
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tutti i punti a distanza finita della parte positiva dell'asse reale, e nei punti
& =n, assume i valori

9) a(n)=A,.
Si avrd dunque
(2>0, a(z) >0
(10) j lim a(z) = 0.

Dalla (8) si ricava

w [TV —f@) (246 (@ flz46)
(2 e = @ — fa) fl@) °

ed anche
(12) a(.’C) — f’(‘{: + 6) .
L gy )

Ho perd dimostrato al loc. cit. che: Se wna funzione infinita per
&=, apparticne alle, prima classe, anche le sue derivate di qua-

lunque ordine vi appartengono; cid prova che hm "(;'-,(—t-)()) =1, ed in
conseguenza di cid 3 (
(13) Elm dﬁ“(b)_ =il

e Qg /(@)

Da ¢id si conclude:

Se il prodotto P, =11 (1 - A,) si rappresenta mediante il valore
1

che nel punto x =mn assume una funzione f(x) continua e monolona della
variabile reale z, la quantita A, ¢, per n= oo, infinitesima dello stesso
ordine, e con la stessa parte principale della derivata logaritmica di f(z)
nel punto = o0 .

Si noti che la formula (13) & valida sotto la condizione che la /'(z)
appartenga alla prima classe; cid non avviene solo per funzioni f(z) infinite,
per &= oo, cio¢ per prodotti infiniti divergenti; ma si verifica anche per
funzioni /(x), finite nel punto # = oo, che hanno derivate logaritmiche ap-
partenenti alla prima classe, (cfr. il n.> 38 del citato lavoro: Swlla deter-
minazione ecc.).

Osservando che quando f(x) ¢ finita, /() & infinitesima e che il rap-
['(z 4 6)
(@)
la a(z) non ¢ in nessun caso infinitesima di ordine inferiore a quello della
derivata logaritmica di f(z), e che, condizione sufficiente per la validita

porto non pud tendere a limite maggiore di 1, si conclude che




|
|
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delle (13) é che la a(z) sia della prima classe, cioé che A, tenda allo

sero meno rapidamente di —-
P
Si pud infine notare, e cid risulterr anche da quel che segue, che 1
prodotti infiniti corrispondenti a successioni A, infinitesime di ordine supe-

viore a quello di % sono molto rapidamente convergenti, e Sl pOSSOno
quindi studiare anche coi metodi ordinari.

D'ora innanzi, quando parleremo di prodotti convergenti, supporremo
sempre che la condizione (13) sia per essi soddisfatta.

10. B noto che se una funzione & infinita di ordine finito, Ia sua
derivata logaritmica & infinitesima del primo ordine: di qui si deduce:

Se il prodotto I (1 -+ A,) non diverge piu rapidamente di n* (a reale

0) la quantitd A, ¢ infinitesima del primo ordine per n = o°.

11. Supponiamo che «(z) sia, per & ==, infinitesima di ordine Su-
I /!

periore od uguale al primo.

Dalla formula (13) avremo in questo caso:

(14) () z
(2 >z, |e(z)| < @, a positivo determinato)

e. nel caso che f(z) ammetta anche la derivata seconda,

'z __ &alx)
(15) ) Flo) = o
[ (2> 20 @) < ) ()

Ora si ha:

\ (:(,/,“) =

fla+1)—f@) _ f(z)  ["(z+6)

(16) f(z) f(z) 2/(z)
t @), @) (et
f(z) ' 2f(z) fl(z)"
1 . L 6) i
Ricordando che lim ) — 1, facendo uso delle (14), (15), avremo:
( ['(z) | &)
e )= T
(17) } 7 flz) '
(z >z, |&:(2) o reale positivo).

(1) Sulla determinazione ece. Cfr. il § in cui studio le proprietd infinitesimali delle

derivate.
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Si noti che, se &(z) @ infinitesimo, &(z) lo & di ordine non minore,
donde risulta che nel secondo membro della (17), il secondo termine & in-
finitesimo di ordine inferiore, almeno per una unitd, al primo termine.

Ricordando che /(0) = 1, avremo, integrando,

(18) ‘ E“'u(w) do =g f(z) + #
(LL' > Io E‘X(-L’H < (1)

ed anche qui si pud notare che, se log [(z) & infinitesimo per z = =
)
7

lo & di ordine superiore.
In particolare: Se «(z) ¢ atta alla integrazione definite nell'inter-
vallo (0, ), si ha

(19) [

o

~ o

(((.4.‘) dz = lim log /(L) s

ed anche, per la osservazione fatta al n. 7

)

(20) I a(z) dz =g 11 (1 -+ A,),
0 1
e di qui
‘ 0 fy'tx(.a') da
(21) ) n-+4+A)=e"
1
a(n) = A,.

Questa formula c¢i da una espressione, che mi pare notevole, del prodotto
infinito nel caso che esso sia convergente. Dalla condizione poi che la «(z)
sia integrabile, sufficiente come abbiamo visto per la sua validitd, si rica-
vano facili eriteri di convergenza per il prodotto stesso.

In particolare avremo (*):

Il prodotto infinito (1 -4 A,) converge tutte le volte che A, ,
per n=o diventa infinitesima di ordine non minore di quello di una
qualunque delle espressioni :

1 1 1

n' e n(log )+ nlog u (log log 7)!+

nelle quali w ¢ un nwmero determinato differente da sero e positivo,
diverge se diventa infinitesima di ordine non maggiore di una qualunque
delle espressioni :

1 1 1

n' nlogn’ nlognloglogn’

(1) Dini, Fondament:, pag. 360.
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13. La formula (18), nel caso che (x) non sia infinitesima di or-
dine inferiore al primo, ci dd modo di determinare 1'ordine di infinito del
prodotto 77 (1 -+ A,), quando questo diverga.

1

Ed infatti da essa si ricava

T
J a@dx

(22) e =f(2)e ®
[ (@> a0, |&(@)|<<a , a reale finito positivo)

£ (2)

e, di qui

lim ————
T=x /‘(d')

E cios, i/ prodotto infinito H(1 - A,) ¢ infinito del medesimo ordine

ed ha la medesima parte princ

x
pale della funzione g(x):f a(x) dz, per

=100/,

Sia per esempio

sard anche
lim za(z)=p ,

r=m

(p positivo per le formule (10))
e di qui
\ | a(z)de =plogz - &(x) log

(

((..l‘>‘zn'é(‘z‘){<s. & positivo arbitrario minore di p);

tenendo conto delle (23), avremo

I(1-+A)
(24) lim =——— =1

n?

n—=wm

Cioe: Se A, ¢ infinitesima del primo ordine ed ¢ p la sua parte princi-
pale, il prodotto infinito diverge come n?.
Come secondo esempio, sia

lim (%log 7) A, = p;

U=mw
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troveremo in modo analogo
I (1 A,)

25 lim =— 1,
(25) lim = =1

14. Quando A, diventi infinitesima di ordine inferiore al primo, ri-
marrd ancora valida la formula

ot =5 f +£8
(26)
’hm n(z) =

r=wm

Si osservi perd che dalla /"= /.« si trae ["=[".a+fd, cioe

"

7 =a*+ . Si vede da cid, e dall'esame della (26) che: Se la [fun-

2

siome (e(2))? ¢ atta alla integrazione definita nell’ intervallo (0, ), lo
, [@)
¢ anche la funzione n(z) D)
Ad ogni modo sia la «?(z) atta o no alla integrazione nell intervallo

(0,0), lo sard certamente in ogni intervallo (0, ), z positivo qualunque :
poniamo dunque

P '@, _ .
(27) f (2 )/( ) dz = g(z),
da cui verrd:
(28) kJ:J(((.L‘) de =1log f(z) 4 ¢(z) ,

f: (@) dac 9@

e =f(z)e >
(29) L e

@y

In particolare se hm(p (2)=C, cid che sicuramente ha luogo quando

la e¥(z) ¢ alta alla mlcjx azione definita da 0 ad o, cioé quando A,
¢ infinitesima di ordine mon minore di quello di una delle funzions :

1 1
{u* " n(log n)e’

5t (w positivo diverso da zero)
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il prodotto ;](1 -+ A,) ha ordine di infinito equale a quello della funsione
1

x
| a@dx

(30) ¢
( ft(/!) — A,,
/wj/‘ = @©.

Qualunque poi sia I'ordine di infinitesimo della A, potremo sempre asserire

che 2/ prodotto ;1(1 - A,) non diverge pin rapidamente di quel che faccia
1

la funzione (30) per &= .
15. L’ applicazione di questo criterio & spesso assai facile. Sia per esem-

lg 2

pio A, infinitesimo come : troveremo, con calcoli assai semplici, che il

1t

<0 1 . . . ~ . .
prodotto 77(1 -~ A,) diverge come 7'¢". Il suo ordine di infinito, usando i
1

simboli introdotti al loc. cit. si pud dunque esprimere col numero transfi-
nito 4,.

III.

17. Si abbia ora un prodotto infinito ZZ(1 4 A,) per il quale non ¢

soddisfatta la condizione
/

JTmPATE =0

—x

Supponiamo ancora di rappresentare con «(z) una funzione finita, con-
tinua, derivabile in tutto 1 intervallo (0, cc) e soddisfacente le condizioni

a(n)=A,.

Osserviamo anzitutto che, se si ha

. e S

3) 111}3 ST =1,
cioe se

(4) lim (A,sey —A,)=0,

il prodotto dato appartiene alla secondo classe, ed il suo ordine di infi-
nito non ¢ minore di quello della espressione
(5) ez (z reale positivo qualunque)
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ed & minore di quello della
(6) e,

Una determinazione pil esatta si fa usando la formula

e (100/(1—{—0))
41
) log (1 + «) = log [(;(Lz') ) = L—(( "
~ (log /'(z))

,-
-1

(1 r

s 1 ’ [
dalla quale, sapendo gid che é‘i(lg/\,v)) appartiene alla prima classe, si
ricava

(8) lim -2 (Cem e (@i
()
d_lo('/( z)

In particolare, se fosse 1im (14 A,)=C, si avrebbe anche
hm lw f(2) C e si concluderebbe che il prodotto 1[ (14 A,) diverge
o
come U"‘ cid che & evidente anche per altra strada.

18. In questi prodotti appartenenti alla seconda classe, la successione
dei fattori appartiene alla prima classe.

Se la successione dei fattori diverge come una funzione della seconda
classe, cioé se non ¢ 4A, =0, ed ¢ invece

A 14+A, | 1—}—A,1_,)_
(9) 11111 (1—|—Au| s =3

il prodotto I1(1 + A,) non diverge meno rapidamente di ¢, e diverge
meno rapidamente di e™.

La formula (8) servird ancora alla determinazione piu esatta del suo
ordine di infinito, perche le derivate logaritmiche di funzioni aventi classe
finita appartengono tutte alla prima eclasse.

19. In generale siscorge che: Se la quantita log(1 -+ A,) ¢, per n= o
infinita di ordine mon minore di quello di mP=' e minore di quello di u?,
il prodolto infinito I (1 A,) ha ordine di infinito non minore di quello
della funzione ¢ ¢ minore di quello di e,

20. Quando la successione log (1 - A,) diventi infinita di ordine trans-
finito, il prodotto 77(1 -~ A,,) non avrd classe finita e se ne potrd ancora de-
terminare il carattere infinitesimale applicando le cose dette su tali fun-
zioni nel citato lavoro.

(*) Loc. cit. cfr. il § sulle funzioni aventi classe finita, cfr. anche la formula (5) data

al n. 45.
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