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modo, userd d ora innan lincnaceio | rpretando le (C) come
quazioni del moto di un sisten la cul ) ia totale L ranpn mntata
dalla funzione H

Mi propongo di stabilive che P> )10
Stagionaris d eSleme.

Per dimostrarlo, prenderd le mosse dalla circostanza che le m funzioni
P 2 ’ )
y ] (=
sono in involuzione, talehe ne esistono altre — indipendenti P, = I

(¢=m-1,..,n), che costituiscono assieme ad esse un’ ennupla involu-

toria (*). Iisiste allora eziandio una funzione S dei arcomenti 2 e P,
tale che le equazioni

\Q
) ( = "
(8) / ( a s
o
() V. pag
(®) Cfr. per es. Gowrsat, Legons sur 'intégration des équations aur derives par-
tielles du premier o dre, § 61,

Renprconti. 1901, Vol X, 1° Sem.
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definiscono precisamente le funzioni P, =

delle p (')

Ponendo pol

9) Xii=— (k=1,2,..,

= l“, \lk‘”l‘ £ 0

si ha nelle (8), (9) una trasformazione fra le due coppie di serie di varia-

bili &, p; X, P, che, per una nota proposizione di Jacobi, conserva i sistemi

canoniei.
Le (C) si cambiano pertanto in

dP; _ H

(+) )X, T dt

designandosi per maggior chiarezza con H' la espressione

variabili X, P.
Le (A,) assumono la forma piu semplice

(A)) P.—0 (r=1,2,..,

YH'

P;

/w).

Riferendoci ormai a queste variabili X, P, poniamo,
dimento indicato a § 1, P,=0 in H’, e poi, detto H' il risultato di questa

sostituzione,

P;

(B)

J

X;

di H nelle nuove

secondo il proce-

, n).

Le (5), applicate al caso presente, ci dicono che H' ¢ indipendente da

X,,X;,..., X,,. Ne viene che le funzioni X;,P: ¢=m-+1,..,n), defi-
nite dalle (B') (2), si riducono a pure costanti.
Cid posto, ricordiamo che, secondo il sig. Routh, uz determinato mo-

vimento

dice stasionario o permanente, quando ¢ possibile scegliere delle

variabili X . P in modo che (essendo, rispetto a queste variabili,

P;: = g¢i(?) , X, =ul(t) (=1,

(*) Ibidem, S 111; od anche Lie-Engel, Theorie ler T'ran ”"l/'//?/l//U/7w//'7[////r n, B: 113

pag. 123. La funzione, qui chiamata

2) Le (B') sono effettivamente atte a definire le

fosse, lo stesso dovrebbe accadere per il determinante funzionale dei primi membri delle

(B) rapporto alle p;, zi (come segue immediatamente dal teorema di moltiplicazione dei

oH

determinanti, tenendo conto delle (B) e delle X,

del paragrafo 2, noi abbiamo precisamente introdotta 1'ipotesi che il detto determinante

supponendo l¢

sia diverso da zero,

X

D

2B,

minante funzionale dei loro primi membri rapporto a queste variabili. Qualora infatti cid

(B) risolubili rapporto alle p

]

0).

)

S, Aurrvp}mn‘lv' alla 2 Tx Px X de1 citati autori.

poiché non & nullo il deter-

y Zi (2 m—+1,...,n)

1
|

Ora, in principio




le equazioni, che definiscono il movimento) [z espressione della energia H'
rimane indipendente da t, in seguito alla trasformaszione lineare

(10) Pi=gi(t)+m, Xi=vi(t)+& (=1,2,..,n).

Supponendo di circoscrivere la classe dei movimenti del dato sistema,
col considerare soltanto quelli, che soddisfanno alle relazioni invarianti (Aj),
vien naturale di estendere la definizione di stazionarieta. al modo stesso che
cio si suol fare per la stabilila. Stazionari in senso relativo sono dunque
a dirsi quei movimenti, per cui la condizione, lesté dichiarata, rimane
soddisfatla, in virty delle relasioni invarianti.

Data la forma speciale delle (A}), la caratteristica della stazionarietd
relativa si pud manifestamente enunciare come segue:

La funzione H' deve conservarsi indipendente da ¢, anche dopo la

sostituzione

(11) (Pi=g)+m (G=m+1,..,2),
( Xi=y()+& (=1,2,..,n).

I chiaro adesso che le nostre soluzioni = corrispondono tutte a moti per-
manenti.

Infatti, adottando le variabili X e P, le funzioni ¢:(2), wi(?)
(/=m-1,...,n) sono, per ogni =, delle costanti «;, 8;, come abbiam visto.
Da ¢ dipenderanno in generale X,, X, ,...,X,,, le quali perd non entrano
in H'. Eseguire la sostituzione (11) in H" equivale dunque a scambiarvi
P..X; (¢=m-+1,..,n) in a4, f; | &, operazione che evidente-
mente non introduce 7.

Merita di essere notato che, quando le (A) sono veri e propri integrali,
vi ha stazionarietd, anche in senso assoluto.

Infatti, in questo caso, le funzioni F, -} cost sono in involuzione (mentre
in generale si pud soltanto asserire che le parentesi (F,,F,) si annullano,
tenendo conto delle (A,)); e tutte le considerazioni, istituite finora, stanno,
anche prendendo inizialmente P,=F, -+ @, (dove le 7, sono costanti in-
determinate), anziché P,= p,— /.. L' unica differenza consisterd in questo
che si avranno, al posto delle (A}), le

(A) Po=m, (r=1,2,..,m),
e, al posto di

H' = (H)p,~...—pn=0»
una

H' —_ (H')p‘;ﬁ‘ y ooy Pmi=T0m ¢

Del resto, potremo, come sopra, asserire che, per una qualunque soluzione =,

la sostituzione (11) non introduce il tempo in H'. Ora cid equivale a dire




quando

1 iabili, la cwl effettiva

ual ite piu elevata di quella

> biamo una recola generale. che

si applic 1asl sis 1 bili (e che richiede al piu un'opera-

1011 ¢ I 1 — 1). Anche la questione della stabilitd deve

potersi S t rm me (3), (9) (che implica in generale

— g 1 2 (n—m), 2 (n—m—1),..., 2,
Os

0 che, sostituendo in H' le P;,X; ( =m -} 1,..., 1)
01 loro valori (8), (9), e ritenendo in questi 1 P2y s P definite dalle (A)),

si deve ritrovare la funzione H. Si avra ‘]HH‘!H&

@*H = d*H’,

ivate seconde di H si esprimeranno in funzione delle derivate se-
conde di H" mediante formule, che (per essere nulle tutte le derivate prime
di H', per i valori considerati P; = «;, X;=#;) hanno carattere covariante.
Ne viene che la forma quadratica d*H (nelle 2(n — m) -} m variabili

Dpimsr s oo s WPy dzy , e ..., dz,) & riducibile, poiché appunto con una op-
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portuna trasformazione lineare (i cui coeflficienti s wale funzioni

§

di 1y %oy ooy @m) 81 cambia

Constatata cosi la riducibilith della forma «Z°H ('), supponiamo (il ch
non implica integrazioni, ma solo un'opportuna tituzione lineare) d
formarla effettivamente in una forma quadratica O a 2(n — Lrgome
I\)Hw‘vl‘l ‘J sald «l\ll.\.\‘wu\- ¢ H e ( indy 1l erit o di stab 31 ] al-
ettamente desuwmere dalla forma ). Concludiamo pertanto: Ze 3 S
) dlora e solo allo che Q (forma vidotta di Z*H) i vadiric
la.
). lisempi. «) Consideriamo il moto di un corpo rigido pesante
sato }w:’ iun |xl||lw’w A \ L caso genera t{\[f‘zw(v cloe 1 ‘Huhw'w‘i prin
pali di inerzia, velatiy sono ( baricentro O comunque s
tuato nel corpo, si ha il solo inteeral lell 1 pel viani orizzontali
(4 (
Da questo integrale si trageono, nel modo suesposto, oo® moti stazionari. [
calcolo semplicissimo mostra che corvispondono al otazloni uniformi de
corpo attorno alla verticale di 2, che coineide nel rpo con una (%) delle sel
‘ill'l’lﬂ«'!ﬂ. <]“le te, !n-k' 00Nl \.l[“l‘ '!N“‘I \w‘ht a are w, ‘13.\\»' “x{’(,i,’.; 111
v{];—l')u“)‘r/ ;I,t‘“, _ ‘,:"-’7“‘—-\"”/ /~Tii‘y(:‘:"7 V3
= P (20 y2— 2o 1), In cul @ manifesto il significato

— (A —B) @* y, .
delle lettere.

Per il caso di Lagrance inerzia di rivoluzione

e Poisson (ellissoide di
attorno alla 20), ¢'é un secondo inteorale (7= cost, colle notazioni abi-
ettarel co* moti per-

s, troppo

tuali) in involuzione col primo. Dobbiamo dunque

dette precessioni regol

manenti. Ed infatti siamo condotti alle cos
li soffermarvisi un solo istante.

bene studiate (%), perche valga la pena di
Se si suppone che non agiscano forze (o pit generalmente che sia nullo

il loro momento risultante rispetto ad £), si hanno i tre integrali delle aree

cost .

Hl:q‘u.\'i. (;37—1‘1\\t, Gy =
resto desumere direttamente dalle (5). Dervivandole e tenend

le

(1) Cid si poteva del

conto delle (B), si hanno le (7

)2 D
*H ‘” [ 0 (r.s Lose21s sy )L

23w |l s’ TS

Date queste relazioni lineari ed omogenee fra i coeflicienti della forma 7°H., la caratte-

ristica del suo discriminante non pud superare 2(n — m).

reali, per valori . In ogni

(?) Queste sei direzioni sono tutte abbastanza grandi di
caso due almeno sono reali. Esse appartengono tutte al cono quadrico (B
= (C— A) %o 0 Y1+ (A — B) 2 1 o = 0. Cfr. in proposito: Staude, Ceber
Rotationsawen, Crelle's Journal, B.
(3) Cfr. in particolare la Zheorie des Kreisels dei sige. Klein e Sommerfeld: cap. I

/”L’r'/h‘f’/w'ﬂ'

113, 1894.

§ 6; III, § 6.
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Essi non sono in involuzione, come & ben noto, ma ognuna delle tre coppie
= cost ;

G,=-cost, Gi- Gi Gi

G.=cost, G} GI- Gi==cost;
L (3

Gy =cost, Gi-+ G:: = G3 = cost

¢ involutoria, e le devono far riscontro oc' moti stazionari. Queste tre classi
di movimenti non somo altro che le rotazioni attorno ai tre assi di inerzia.
La verifica diretta non presenterebbe alcuna difficoltd. Limitiamoci ad osser-
vare che le accennate rotazioni dipendono bene da 4 costanti; due per fis-
sare la posizione nello spazio dell asse di inerzia, attorno a cui la rotazione
si compie, e le altre due per fissare la posizione e la velocitd iniziale del
corpo rispetto allo stesso asse,

b) Nel problema piano dei tre corpi, supposto fisso il baricentro, le
che definiscono il moto relativo di due di essi, P, e P, rispetto

al terzo P, si possono presentare in forma canonica con quattro gradi di
liberta, le due serie di variabili coniugate essendo costituite dalle coordi-

nate relative 25, #: (f=1,2) di P, e P, (rispetto a P;) e dalle compo-
nenti p;. ¢: (=1,2) delle loro quantitd di moto assolute (*).

Si ha 1'integrale delle aree

:_‘ltvr_ gi — ¥i pi) == cost.

Quali sono i movimenti stazionari, che corrispondono a questo integrale?
Si trova un risultato ben noto, talché stimo supertluo riportare il cal-
colo per disteso. I tre corpi costituiscono un triangolo equilatero di gran-
dezza costante e ruotano uniformemente attorno al comune centro di gravita.
E il caso pilt semplice delle soluzioni particolari scoperte da Laplace (*).
¢) 11 moto di un solido non soggetto a forze, in un fluido incom-
pressibile, indefinito, comporta, qualunque sia la forma del corpo e la di-
stribuzione delle masse, i sei integrali fondamentali, che esprimono la con-
servazione del moto del baricentro e del momento risultante delle guantita

di moto:

F,=cost, F,=—cost, F;=cost;

G,=cost, G, cost, G,;=cost.

Le sei funzioni F,,G; (=1,2,3) costituiscono un gruppo, il quale
comprende un sottogruppo involutorio di quattro elementi al piu, per es.

3‘
F,,F,,Fs, Fo=> FiGi.
1

(') Cfr. Poincaré, Sur une forme nouvelle des équations du probleme des trois corps.

Acta Mathematica, T. 21, 1897.
(2) Mécanique Céleste, libro X, cap. VI
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Agli integrali

l“l = cost , l“-.' = cost ) [“.x = cost , I"l = cost

dovrd pertanto far riscontro una classe oo® di moti permanenti del corpo.

Sono questi i moti elicoidali, studiati dal sig. Craig ('), partendo dalle
equazioni del Kirchhoff e proponendosi di assegnare la piu generale soluzione,
compatibile colla ipotesi che le caratteristiche » ,» ,w; p,¢,» del moto
rigido sieno tutte costanti. Lascio anche qui di traserivere il calcolo, limi-
tandomi ad avvertire che esso si fa in modo semplice e non privo di ele-
ganza, se fin da principio si scelgono gli assi in modo opportuno. E preci-
samente, dacch® sono costanti la risultante e il momento risultante delle
quantitd di moto, giova far coincidere uno degli assi coordinati coll asse
centrale di questo sistema di vettori.

Fisica. — Sulla misura assolutn della pressione atmosferica
mediante il ludione. Nota di G. GuerLiELMO, presentata dal Socio
BLASERNA.

Se un ludione, avente la forma di campanella alta pochi centimetri,
larga due o tre, ¢ immerso completamente in un liquido, ed essendo zavor-
rato in modo che vada a fondo, lo si appende mediante un filo sottile al
piatto d' una bilancia, siccome il volume dell'aria in esso contenuto ed il
peso del liquido da esso spostato dipendono dalla pressione atmosferica e
dalla profonditd alla quale si trova il ludione, ne segue che se determiniamo
i pesi diversi occorrenti per l'equilibrio a due profonditd diverse e determi-
nate, potremo dedurre il valore della pressione atmosferica. B utile equili-
brare il ludione privo d'aria con tara o con pesi, che non occorre conoscere,
ed allora introdotta 1'aria nel ludione, il peso che bisognerd aggiungere nel
piatto al quale esso & appeso, per ristabilive 1'equilibrio, sard uguale al
peso del liquido spostato dall'aria e ne misurerd il volume con una unitd
il cui valore in centimetri cubi & 1:7%, essendo D la densita del liguido.

Se P e P" sono questi pesi quando il livello del liquido nel ladione
trovasi alle profonditd /4 ed A-A" sotto il livello nel recipiente e H ed H’
sono le pressioni corrispondenti dell'aria del ludione, la legge di Boyle ci da:

P’

> == 2 ,1"\.; l{: T
PH — P'H’ ossia e

(H"— H)
o siccome H' — H=72'2:13,6 ed H la pressione dell'aria priva di vapore

(1) The motion of a solid in a fluid. American Journal, vol. II, 1879.




