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RENDICONTI

DELLE SEDUTE
DELLA REALE ACCADEMIA DEI LINCEI]

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

pervenute all’ Accademia sino al O otlobre 1901.

Matematica. — Swlle funzioni biarmoniche. Nota del prof. Gru-
SEPPE LAURICELLA, presentata dal Socio V. VOLTERRA.

Mi propongo di dimostrare che una funzione biarmonica — per fissare
le idee — nei punti di uno spazio a tre dimensioni, si pud sempre svi-
luppare in serie di funzioni razionali, intere, omogenee nei punti dell'in-
terno di una sfera, in serie di funzioni razionali. fratte, omogenee nei punti
dello spazio indefinito esterno a questa sfera; e che 1 termini di questi
sviluppi si possono determinare per mezzo dei valori nei punti della super-
ficie sferica di questa funzione e della sua derivata normale, valori che, come
e noto, si possono darve ad arbitrio.

I facile comprendere come questo teovema si possa estendere al caso
delle funzioni poliarmoniche.

1. Sia R il raggio della sfera, sia per semplicitd il centro della sfera
nell'origine degli assi, e sia ¢ il raggio vettore che parte dal centro della
sfera e va ad un punto qualsiasi dello spazio.

I noto (') che un integrale regolare qualunque z della doppia equa-
zione di Laplace nei punti della sfera di raggio R, si pud sempre porre sotto
la forma:

(1) u=R—e)g+ v,

dove ¢, ¥ sono due convenienti funzioni armoniche.

(V) Cfr. Almansi, Sulla deformazione della sfera elastica. Mem. della R. Acc. delle
Sc. di Torino, serie II, tom. XLVII, pag. 9; Sull'integrazione dell'equazione differensiale
4*% = 0. Annali di Mat. ser. III, t. 2.
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caso dello spazio indefinito limitato

Questo principio si pud estendere al
asterebbe estendere al caso

dalla superficie sferica di raggio R. Infatti b
nostro i caleoli del prof. Almansi; ma & pill semplice procedere nel se-

guente modo.
one biarmonica, regolare nei punti dello spazio indefinito

- Sia # una funzi
limitato dalla superficie o della sfera di raggio R; e sia, per un momento,

o il raggio vettore che parte dall'origine e va ad un punto qualsiasi di tale
spazio. Mediante un'inversione, fatta in base alla sfera data, la # si trasfor-
merd in una funzione ' regolare nei punti dellinterno della sfera e la ou'
sard una funzione biarmonica (') dei punti di questo spazio; e, se si vuole
che la » a distanza infinita divenga infinitesima del primo ordine, la g’
dovra divenire per ¢ = 0 infinitesima del secondo ordine. Ora la ox’ si pud
porre sotto la forma:
o' =(R*— o) g + Y1,
con ¢, ,, funzioni armoniche tali che per ¢ =0 1'espressione R* ¢, - ¥,
divenga infinitesima del secondo ordine.
Si ha ancora, ripetendo la medesima inversione,

U';

)—[—R*’—,;‘

0
g

‘ s L BEN, R > Pt
u=_¢ ;(R'—?@)ql%— Yy = (" —R?) (R' (i i

dove ¢ . w; sono le trasformate di ¢,,y, e dove le espressioni

sono due funzioni armoniche, di cui la prima a distanza infinita diviene infi-
nitesima del terzo ordine, la seconda infinitesima del primo ordine. Adunque
per lo spazio indefinito limitato da o varra ancora la formola (1), con I'ay-
vertenza che a distanza infinita la ¢ divenga infinitesima del terzo ordine,
la v del primo ordine.

2. Si ha per i punti dell'interno della sfera di raggio R:

2) o=3 0" Tn, w=2

D‘.}Il )

n S

per i punti dello spazio indefinito esterno alla sfera di raggio R:

= ¥, e Y

n n+1 "’ n 1+1 ?
(4 0 o'

dove Y, , Y., Y, ,Y.," sono convenienti funzioni sferiche di ordine #, e dove

n

() Cfr. Volterra, Sulle funzioni poliarmoniche. Atti del R. Ist. Veneto, tom. LVII
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ancora Y, = Y{"=0; per cui sard nei punti dell'interno della sfera:
1y w= 3, 0" R Y, — Yo+ Tif,

nei punti dello spazio indefinito esterno alla sfera:

a 1

Ln pn+l
o

(1)’ u— R

Queste due formule dimostrano la prima parte del risultato enunciato.

3. Indichiamo ora con f, i valori arbitrariamente dati di # nei punti
della superficie o, con /. quelli della derivata normale di » pure dati ad
arbitrio nei punti di ¢; e vediamo in che maniera si possono determinare
le funzioni sferiche Y/, Y., Y, ,Y,” da sostituire nmelle (1), (1)".

Osserviamo anzitutto che, come apparisce dalla (1), la funzione armonica !
nei punti di o coincide con la funziome u; in questo modo nei punti di o si
dovrd avere ¥ = f,; e quindi sara:

11 b 27 1 .
s 2/2_,1 {, P, /-l do e L‘%‘ R [Pn i do |

('5) 1n = 4R s 4_1,—
dove P, & la nota funzione di Legendre.

Le serie (2) nei punti della sfera e le serie (2)" nei punti dello spazio
indefinito limitato da ¢ sono derivabili termine a termine; per cui si potrd
serivere per i punti dell'interno della sfera:

du l dy = nde
(4) =2egaie SR e e

do 0

N

2% Y S, e Y (B — ) D, ng" Yo
0 0 0

per i punti del campo indefinito limitato da o:

du =i W L o Y a0 Y
A =nliiL B 2 Baee BN e e,
(4) ('[\ <@ _u_n ()IA+1 Tn (7Z + 1) g,n-: (1\’ (4 ) 4_1” ( ( + 1) e,,+._,

Moltiplichiamo ambo i membri della (4) per P, e integriamo a tutta
la superficie sferica ¢ di raggio o << R; moltiplichiamo ambo i membri
della (4) per P, e integriamo a tutta la superficie sferica ¢ di raggio o>R.
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Si ottiene. facendo uso delle note formole sulle funzioni sferiche,

S 4
) e - 4 Er R:— = Sy
\‘,,,P“%‘ZG =——220"*3 ——}j‘ +/? ITTX' I (‘ “)m ‘_T/['f—l 2
e 2 4w vl AT g pe e )”+1 ,i
d ‘c”P" ([()(10’ —_0“" 2n ——1\“ 0" 2 —%—1 \ 20 }‘l

Passando al limite per ¢ = R ed osservando che si ha per ipotesi:

lim du ] u’u) i r
(1:1{(—(/1;);\—.—/: 3 :Izlt(z/(\) o=~R [2)

R ¢

le due formole precedenti ci daranno:

< =L 5
4')”41 | BV doi— 2RI EET MRS,
T
2n —— 2 7w —L—l ,,,,,
l P, f. do = — R 1n R iy
e quindi :
Y — 21—+ ‘ P do -1 ﬂi_l_) ‘ 125 A
] \ nT 8aR"+3 nl S8R+ /
(3) ) 2—{—1)(_12*1)
[ =21 R"" P, [ do — *———R"W P, /i do.
y b S

Le condizioni Y,  =7Y," =0, nel caso del campo indefinito limitato
da o, ci danno due condizioni simultanee per le funzioni arbitrarie /i, /s .

Matematica. — Curattere di divisibilita per wun nwmero in-
tero qualunque. Nota di Gizo Loria ('), presentata dal Socio Lurer
BiancHI.

Un numero intero qualunque g (il quale, per cid che segue, con-
viene di supporre positivo) pud sempre assumersi come base di un sistema

) i (1) 11 problema di « decidere se un numero N sia divisibile per un altro, mediante la
| semplice ispezione delle cifre del primo » risale, almeno, a B. Pascal, il quale, nella breve
Memoria intitolata De numeris multiplicibus ex sola characterum numericorwm additione
agnoscendis (Oeuvres de Blaise Pascal, t. V, La Haye 1779, p. 123-134) si propose di ge-
neralizzare il notissimo criterio di divisibilita per 9; tale Memoria venne ampliamente illu-

strata dal prof. A. Conti (Sulla divisibilita dei numeri, Periodico di matematica per
I’ insegnamento secondario, t. XIIT, 1898). La regola di divisibilita formulata da Pascal
si trova nel Formulaire de mathématiques publié par G. Peano, édition de Uan 1901
(Turin 1901, p. 89) ed, in fondo, non differisce da quella che si legge in L. Kronecker, Vor-
lesungen uber allgemeine Arithmetik. Exster Abschnitt. I Bd. (Leipzig, 1901). Non sem-




