) (g

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

ANNO CCXCIX.
1902

= ERIEU TS SH S G RN T A

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME XI.

1° SEMESTRE.

o,

2
o

JLYIV,

D

ROM A

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI

PROPRIETA DEL CAV. V. SALVIUCCI

1902




Meccanica. — Sul principio delle immagini di lord Kelvin e
le equazioni dell’ elasticita. Nota del Corrisp. C. SOMIGLIANA.

Non credo sia stato finora osservato che il principio delle immagini di
lord Kelvin puo essere esteso alle equazioni della elasticitd, e conduce, sotto
certe condizioni, e in certi casi, alla loro integrazione in campi limitati da
piani, analoghi a quelli nei quali esso porta alla soluzione del problema di
Dirichlet. Perd le condizioni al contorno, che conviene supporre conosciute,
non sono quelle che pit ordinariamente si considerano, cioé le componenti degli
spostamenti o quelle delle forze superficiali esterne, ma parte delle une
parte delle altre, cio¢ due delle componenti di spostamento ed una di pres-
sione o viceversa. Questi problemi, del resto, vengono di solito considerati
come di natura pitt complessa dei precedenti.

1. Supponiamo che il mezzo elastico, che si considera, sia cristallino ed
ammetta il piano 2 =0 come piano di simmetria. Le considerazioni che se-
guono sono valide per tuttiimezzi cristallini che godono di questa proprieta,
in particolare quindi anche pei mezzi isotropi, e per quelli incompletamente
isotropi, che hanno un asse d’isotropia parallelo all'asse delle

I1 potenziale elastico, quando il piano z=0 & di simmetria, ha la forma

2l = ¢,, &% | Co2 Y2y + Ca3 32 + ¢
+ ac g+ e
—+ 2z,(¢e16 24

e quindi per le componenti di pressione si ha
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— Xe=¢n &
— Y, = 2.
— 7

(1) L

— L = €54 Y 5
(y = Ci6 &= ~ Cag Yy ~F €36 8z + o5

o le equazioni dell'equilibrio, supposte nulle le forze di massa, sono, come @
notissimo,

, Xy X,
\ SRy oo =0
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Qe ora noi faceiamo la seguente trasiormazione
le equazioni (2), a cagione d la proprietd di simmetria ammessa, si mutano
nelle equazioni formate colle ', Y w2 .y ,& in modo identico a quello
con cui le (2) sono formate colle w.v,w, z,¥,4. Noi possiamo interpre-
tare questa proprieta anche dicendo: Se tre funsion:
= ) v=uv :) 0(2 .7 »8)
ono inteqi ¢ (2), ane funzion
=2 % —3) D= —g) ) = — w( iy —2)
ioni passano fra le component I, M.N delle
forze 10 in equilibrio il corpo quando in esso av-
viene la deformazion¢ 5 Dy . e le analoghe L, M, N che adempiono lo
stesso ufficio quando n 1 corpo ha la deformazione % ,2 , w. Per le L, M,N

ha

N =17, cos(nz) 7, cos(ny) -} Z: cos(nz)
ove » indica la normale diretta verso I'interno del corpo, e per avere l¢

M .N dovremo costruire le espressioni analoghe a quelle dei secondi

membri formate colle

1) X = T cra 2y Cis 8. |- Cis

n generale quindi non & possibile avere relazioni mplici fra 1 due

sistemi di forze ~‘U}n:!‘?14'|:li1, se 1l corpo che si considera ha una forma qual-

siasi. Perd se esso & limitato dal piano =0, e formato ad es. dell

indefinito che si trova dalla banda positiva di questo piano, tali r¢
si riducono semplicissime.

Infatti se data una funzione /= f(z,y,%), noi formiamo la funzione

& facile vedere che, per =0, sono soddisfatte le seguenti relazioni




— I
e quindi, ricordando le espressioni delle componenti di deformazione, si trova

subito che, per #= 0, sono soddisfatte le relazioni:

|
ll
\
[

e quindi a cagione delle (1) anche le seguenti:
Ve /=1
Ly =—17; Xy=)
Ora nel caso in cui la superficie che limita il corpo & il piano z =0
si ha

cos(nz) =0 cos(ny) =0 cos(nz)=1

quindi, osservando le ) (1), concludiamo subito che si hanno le relazioni

L=—L M=—M N=N
Riassumendo possiamo dire:

St abbia un corpo limitato dal piano 3 =0, ¢ la cui strutlura
eristallina ammetta come piani di simmetria i piani a questo paralleli
e S1ano

we,y,3) ,vlz,y,8) , wr,y,:)

L ; M ; N

gli spostamenty ¢ le corrisponaents forze superficiali che determinano un
speciale deformazione elastica del corpo. Il corpo stesso rimarra ancora
n H[,r//fl;/'m‘ ,/w/mr/u i esso avvengono gli spostamenti

w@,y,—z2) , v(@,y,—3) , —w(@,y,—3)

mentre alla superficie sono applicate forze le cui componenti sono

Noi diremo che le due terne integrali », », w e %. .

W Sl ottengono

I'una dall'altra per 7iflessione sul piano

Questo teorema ha, rispetto alle equazioni dell'elasticita considerate, lo
stesso valore che il principio delle immagini rispetto all equazione di Laplace.
Vediamo come.

2. Dato un sistema qualsiasi di integrali « , v, delle equazioni del-
I' equilibrio considerate, corrispondenti alle forze superficiali L, M, N,
poniamo

(3) N=U—U Vy=D—D wy—w—u

Renprcontr. 1902, Vol. XI, 1° Sem
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Le #;, v,, w, costituiranno una nuova terna integrale delle equazioni
d’equilibrio, la quale sul piano ;=0 soddisferd alle condizioni
(4) =0 v

chiamiamo L, , M, , N, le componenti delle forze che applicate sul piano

0 producono gli spostamenti #,, v, ,w, .
Analogamente otterremo una nuova terna integrale ponendo

) mw=u+i n=v+5v vi=v+
per la quale invece avremo sul piano ¢ =0
(4") e = () L‘f_—u _\[7,—:11

Data dunque una terna integrale qualsiasi, possiamo subito dedurne due

iltre le quali soddisfano alle condizioni che, sul piano 5= 10, sono nulle le

due componenti tangenziali dello spostamento e la componente normale della
pressione superficiale, o viceversa sono nulle le due componenti tangenziali
della pressione e la componente normale dello spostamento.

v, w siano regolari in tutto lo spazio 2= 0,
1 nelle

La esistenza di tali integrali in generale

Supponiamo che le u,

all'infuori che in un punto (2,4 ,¢), e siano omogenee di grado -

y—b, z2—e

variabili z — «,
per le equazioni della elasticitd ¢ stata dimostrata in un lavoro recente (deta
23, 1900) quantunque si presentino delle difficoltd ad ottenerne

mediante i coefficienti delle equazioni d’equilibrio. Nel

mathematica,

espressioni semp
caso della isotropia soddisfanno alle condizioni suddette gli spostamenti che

i ottengono prendendo per terna di funzioni generatrici due costanti e la

funzione

r=1(z—a) -+ (‘,/7/,)1_*_(:7,.):_

Sono gli integrali che hanno per le equazioni dell isotropia lo stesso

: : ; 1 ;
ufficio che il potenziale newtoniano elementare — ha per 1'equazione di La-
=

place, e mi hanno servito altre volte per trovare le formole che, per le
equazioni della elasticitd, sono equivalenti a quella di Green.

Per spostamenti di tal fatta le componenti delle pressioni interne risul-
teranno regolari in tutto lo spazio s = 0, eccetto che nel punto (2,4, ¢)
@ saranno funzioni omogenee di grado — 2. Inoltre le funzioni %, v, % cor-
rispondenti avranno al pari delle «#,v,w un solo punto di singolaritd, ma
r=a, y=1b, s=—rc, e quindi esterno dal campo

questo sard nel punto 2z =
s Vo, we definiti dalle

= (). Percid anche gli spostamenti u,,»,,w, e u,
(3) (3") saranno omogenei di grado —1, con un solo punto isolato di sin-

b,e), e le pressioni ad essi corrispondenti saranno funzioni

golarita in (z,
9

omogenee di grado — 2.
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Cid posto, supponiamo che sulla superficie s =0 del corpo dato siano
applicate delle forze L, M, N, e indichiamo con #,»,w le componenti
degli spostamenti prodotti. Noi potremo applicare il teorema di Betti alle
due terne di integrali

u v o w UV, w,

LMN L, M, N,

purché dal campo s = 0 venga escluso il punto («, &, ¢) mediante una pic-
cola sfera o avente il centro in esso. Avremo, ricordando le (4), e indicando
con s la superficie limite del corpo,

| (L + oMY s — | 20, Nes = (WL + 2M{” 4 wN{) do

— ' (L@ + »,M@ L, N@) do

dove con L, M, indichiamo le componenti delle forze che convient
applicare sulla superficie ¢, onde mantenere 1'equilibrio, quando & soppr

questa parte del corpo, mentre si ha la deformazione u, , »,,w,: ed L

M@ N hanno un significato analogo riguardo alla deformazione % . v .w
Ora se noi supponiamo che il raggio o della sfera o divenga piccolis-
simo, a cagione del modo di comportarsi delle %, », w

1 wy in (a,b,¢) si ha

lim) (%,L® -+ », M@ —+ w,N®) do = ()

mentre 1'altro integrale del secondo membro tende ad una funzione lineare
a coefficienti costanti dei valori U, V, W delle funzioni #,».w nel punto
v, b, ¢. Indicando %, , %, , %, i coefficienti di questa funzione lineare, troviamo
(5) U =7V 4+ kW = | (uL, + oM,) ds — | w, Nds.

Noi non vogliamo entrare qui nei particolari del calcolo, per il caso
delle equazioni generali che abbiamo considerato. Osserveremo solo che sta-
bilite tre formole analoghe alla precedente, in cui le funzioni lineari dei
primi membri siano indipendenti fra loro, visulta risoluto il

Determinare la deformazione prodotta in
mitato da wn piano, e cristalliz

seguente problema:
un corpo //zr/f,/[m/fr, li-
sato in modo che siano piani di simmetria
i piani paralleli alla superficie limite, quando su questa
date le componenti tangenziali degli Spostamenti e
delle pressioni esterne.

superficie sono
la componente normale
Una formola analoga alla (5) si pud trovare considerando invece degli
spostamenti u,, vy, w, gli altri gid considerati u, , Ve, Wy
delle (4') si troverebbe

() BU 4 &V 4 W= [N

Tenendo conto

s wds — (Ls 4 Mw,) ds
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i

ficie si conoscono le componenti normali degli \A/wn_/«/,,,m)// e le components

nte, quando alla super-

e si arriverebbe alla soluzione del problema prec

/r//‘y/r,’//j/// delle pressioni.

Nel caso della isotropia il caleolo ora indicato & semplicissimo. P

siamo

prendere, per quanto si & gid detto

= (f* — a®) t
) 7
07
= (§°* — &%) ——
r Y
p = (*—a°) ——

razione delle onde piane); e, coi

(ove «, g indicano le due velocitd di prop

caleoli stessi che servono alla determinazione delle formole analoghe a quella

di Green, si trova al posto delle (5) (5)

12 60U = | (uly - o30,) ds— | w,Nds

282 U — | Nwds — | (Lup o MN;) ds

Le altre formole per determinazione di V, W nei due casi si pos-

con sostituzioni eircolari. Le espressioni

ono dedurre facilmente da queste
effettive delle L, , M, , N, , ... si possono costruire in forma esplicita mediante

le formole date in due miei lavori: Sulle equazioni della elasticita (Annali
di Matematica, 1889) e Sopra gli integrali delle equasioni della isotropia

)4)

elastica (Nuovo Cimento,

I1 problema ora considerato, nel caso della isotropia, fu risoluto la prima
volta da Boussinesq (Comptes Rendus, T. CVI, 1888) e ristudiato poi da

Cerruti e Marcolongo. I loro metodi di integrazione somo perd

assal meno

semplici di quello ora esposto.
3. Supponiamo ora che il corpo che si deforma, ammetta due piani or-
togonali di simmetria elastica, che supporremo siano i piani =10, y=0.

Se allora u(z,%,8), v(z,y,8), wz,y,z) rappresentano una terna di com-

ponenti di spostamento soddisfacenti alle equazioni di equilibrio, noi, appli-

cando successivamente il teorema dimostrato nel § 1, potremo dedurne altre
tre terne, che godono della stessa proprietd. Difatti le equazioni d'equilibrio
in questo caso vientrano in se stesse tanto per una riflessione sul piano 2=0
che sul piano y = 0. Per semplicitd di scrittura introdurremo la notazione
@ — — a; e allora i quattro sistemi d'integrali si potranno scrivere nel modo

seguente:



w =u(z,y,3) 3)

b =v(Z,Y,8) ?)

w,=w(z,y,3) )
(6)

u r;n,qf.v,/,:) Uy = u(z,y,%)

Vs =0 (57 ,8) vy = / 1 ¢)

Ws =W (B ,8) wy =w (z,%,3)

Questi quattro sistemi di integrali costituiscono un gruppo, in quanto
sono tutti e soli quelli che si possono ottenere da uno qualunque di essi pet
riflessione sui due piani 2 =0, y=10. Se poi suppeniamo che il primitivo
sistema abbia un punto d'infinito isolato d'ordine — 1, gli altri tre ammet-
teranno una singolarita analoga rispettivamente nei punti immagini di questo
punto rispetto ai piani 2 =0, y =0, e quindi una combinazione linear
qualsiasi di quei quattro sistemi, dard un nuovo sistema integrale, avente
una singolaritd di tal fatta in ciascuno dei quattro angoli determinati dai
piani 2 =0, y = 0. Percid, mediante questo gruppo d’integrali & possibile
risolvere, rispetto al diedro solido rettangolo limitato dai mezzi piani positivi
=0, y =20, problemi di equilibrio elastico analoghi a quelli considerati
nel paragrafo precedente per un solido limitato da un piano. Ma per vedere

quali siano’ le condizioni alla superficie che debbono essere conosciute in

questo caso, ¢ necessario prima stabilire le relazioni che si verificano fra

gli spostamenti e fra le pressioni dei sistemi (6), sui piani 2 =0, y =0.
Queste relazioni si trovano assai facilmente applicando il teorema fon-
damentale del § 1. Noi le scriveremo senz'altro, indicando in generale con

Li, M;, N; le componenti secondo gli assi delle =,y ,s delle pressioni che

conviene supporre applicate in superficie per mantenere 1'equilibrio, quando
avviene la deformazione wu;,»;,w;. Si trova cosi:

[
|
[
| Et
u

I
[
Il
I

U =— Us Uy = Uy L, =

(7 Ve =703 V) = U4 M, — M.

=
H
= E—'»‘

=

loy
H

"

We = W3 W) = W,

=
|
=

Consideriamo ora gli spostamenti
\ U=y — uy -+ Uy — 1,
(8) ( V' =0 — v+ 03—,

W'=w,—ws w5 —w,




Dalle relazioni precedent
per z=0: L'=0,0=0, =0
per y=20: W =0 M=0, 0w =0

Siano ora

due terne di spostamenti e le relative forze superficiali per eui si ha equi-

librio elastico nel diedro solido eristallino considerato. Applicando il teorema
di Betti e indicando con s, il mezzo piano positivo 2 =10, con s, il mezzo
llliLI‘H !*v’i[’\‘? y = (0, avrem EJ! generale:

Ma se gli spostamenti #',»',w" coincidono con quelli indicati con queste
notazioni nelle (8). nel secondo membro, invece dello zero, avremo una fun-
zione lineare dei valori delle »,»,w nel punto di singolaritd per ', o', w'

compreso nel diedro positivo e la somma di integrali del primo membro si

‘1']"("[.1 a contenere sel soli terminl; avremo cloe

[ M 4 wN' —wL)ds, + | (uLi — o'M + wN') ds,

Nel caso della isotropia nel secondo membro si avrebbe

Mediante questa formola e le altre due analoghe che in generale si
possono stabilire, si puod ritenere risoluto

) ] ] e
del diedro retto, solido, isotropo, oppure

hlema della ./K/',,, mazione
zato in modo che 7 /,[u,/[

paralleli alle f

no piani di simmetria, quando sopra. una delle

Jace sono date le component
L, 2
e sopra UCaltra, w=0, le cor PO nti
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1

esterne e le componenti tangenziali degli spostament.

7

cioé su entrambe le faccie
delle fora
Poniamo ora

diedro la componente normale

| |
w =y~ uy - uy 4 u,
4 — y L
v = L pwd I
Vi - Uy V3 04
0" = w, 4 w. - w. 1w
1T e 8 4-

Dalle (7) (7') risulta immediatamente che sulle faccie del diedro gia

12

considerato si hanno le seguenti relazioni:

per =0 : %" =0, M"=0 , N' =0
per y=0:L"=0,0" =0, N'=0.

Di qui, ripetendo le considerazioni del caso precedente, e coll'applica-
zione del teorema del Betti, visulta che mediante questi integrali «", »", w"
si puo risolvere il problema dell equilibrio del diedro solido gid considerato
quando sulla faccia 2 =0 sono date le componenti

“, M, N
e sulla faccia 7 =0 le componenti
L,v,N

cioe su tutta la Superficie del diedro la componente normale degli sposia-
menti, e le componenti tangenziali delle forze.

Questi due problemi, che possiamo dire correlativi. corrispondono per-
fettamente ai due problemi risoluti dal Boussinesq nel caso del solido limi-
tato da un piano, e dei quali gia abbiamo fatto cenno. Ma nel caso del
diedro esistono altri due problemi analoghi, che non hanno i loro corrispon-
denti nel caso del piano; quando ciod sopra una faceia é data la componente
normale delle forze e e tangenziali degli spostamenti, e sull'altra invece la
componente normale degli spostamenti e le tangenziali delle forze. Anche
questi due problemi possono essere risoluti col nostro metodo. Basta porre

U=y — Uy — Uy - uy
" =, — e,
W' =w, — w, — w3 4+ w,

I

Dalle (7) (7') risulta subito che si ha:

per. =0 : L'""=0 ,
per y=0 : L'"=0

Quindi mediante gli integrali «”, v, w" possiamo risolvere il problema
dell'equilibrio guando sulla faccia x =0 sono date le componenti v, w
dello spostamento tangenziale e la componente normale L delle forze, mentre




normale v degl
I1 problema correlativo si ¢ ponendo
_
Sy =1
Si ha infatti dalle (7) (7))
per =20 0 M®™ =0 N )
per 0 ( \J | () — (
Quindi si risolvera il p blema dell'equilibrio ¢u sulla faceia 2 =0
co ) 4 J( 3 ”!,/‘y‘Hr// nie
M, N fo 10 y 0 la componente nor-
la Wi tangensiali.

E f Ve che 1 siderazioni precedenti sono estendibili al caso
di un triedro trirettangolo solido, guando 1 piani par 1lleli alle sue faccie
ono piani di simmetria ¢ ) ciod dei cristalli del sistema rombico.
A tale scopo basterebbe costru 1 oruppo di otto terne di integrali che si
oltiene dal gruppo (6) con una essione sul piano =0

Noi non svilupperemo, per ora, 1 risultatl cui cosi si pud arrivare; i
quali sono facilmente prevedibili e nulla c1 apprende hbero di nuovo cirea il

metodo di integrazione studiato. Ci basta aver mostrato con alcuni esempi

come mediante il prineipio lelle immagini ed il concetto di gruppo di inte-
srali delle equazioni d'equilibrio, possa essere di molto aumentata la serie,
finora assai limitata, dei problemi di statica elastica, di eui pud assegnarsi

generale in terminl nniti

la soluzione
Mi &

cedenti dalla lettura delle due Note del prof. T

rdare che fui condotto ad oceuparmi dei problemi pre-

done, pubblicate nei Ren-

diconti del passato dicembre, rignardanti la deformazione del diedro e del
trietro solido isotropo per dati spostamenti alla superficie.

Geologia. — 7 terreni eocenici presso Bribir in Croasia ().

Nota del Socio C. Dt Sterant e del dott. G. DAINELLIL

Nel 1884 il Frauscher (3) determind una pinttosto numerosa collezione
di fossili di Kosavin, presso Bribir, in Croazia, raccolti dal signor Hire, e

1i riconobbe molto giustamente equivalenti al piano di Roned. cioe¢ all' Eocene

) La parte stratigrafic questa Nota ¢ del prof. C. De Stefani, la parte paleon-

tologica del dottor G. Dainelli
(?) C. F. Frauscher. Die Lt -Fauna von Kosavin nich

Kiistenlande. Verhandl. d. k. k. geol. Reichsanstalt. Wien, 1884,




