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Converra eseguire 1'inversione (4) e il cambiamento di funzione:

‘7/;{,/" )

(2, ) =

perche in tal caso, come & noto ('), se si ha 4" %' =0, sard pure: 41" u, =0;
per conseguenza il sistema (11) si trasforma nel seguente :

\ i, =— 0 in o,
A Uy
—=®; su s, =01« ym—1)%
DNy

le @,; indicando funzioni date nei punti di s

La funzione #, che soddisfa a queste equazioni pud ottenersi espre

e (7), 1'area o,

Sa

per mezzo di integrali definiti ('), trasformando, mediante
nel cerchio o .

5. Consideriamo infine 1'area S interna alla curva di equazione :

(X412,

ove X,Y sono le coordinate cartesiane ortogonali di un punto, ed «, 4 sono
costanti. Mediante una inversione, per raggi vettori reciproci, di centro 1'ori-
gine delle coordinate X , Y, la curva precedente pud trasformarsi in un'el-

lisse s e l'area S nell'area o' esterna a tale ellisse.

Per quanto precede si conclude che si pud sempre ottenere espressa
con integrali definiti, la funzione m-armonica in S e che al contorno assume
colle sue derivate normali successive dei primi m — 1 ordini, dei valori

assegnatl

Meccanica. — A\'u/;/'v/ un teorema di Levi-Civita /’/.vr/"l(/'(/(////f’
la determinazione di soluzioni /;rz/'//ww/q/'f di un sistema Hamil-

toniano. Nota del dott. P. BureaTTI, presentata dal Socio V. CERRUTI.

I1 prof. T. Levi-Civita, in una Nota comunicata a questa R Accademia (),
ha enunciato e dimostrato un notevole teorema, il quale insegna a determi-
nare delle soluzioni particolari di un sistema Hamiltoniano, quando se ne
conosce qualche integrale o relazione invariante.

li variabili che definiscono

Siano ¢y, e - @y P1 s Po - Pn le due serie
lo stato di moto di un sistema olonomo a legami indipendenti dal tempo,
(1) Volterra, Sulle funzioni poli-armoniche (Atti del R. Istituto Veneto di scienze,

lettere ed arti, t. LVII, a. 1899)
() Sulla de

erminazione di soluzioni particolari, ecc. Rendiconti della Classe di
sc. fis.,, mat. e nat., vol. X, serie 5% 1901.
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\lche le equazioni del moto sono

a forze conservative;

dg; H Ly g
(0) — = 2 = (2 )
ove H non dipende da /. Supponendo di conoscere » integrali o relazioni
invarianti di tal sistema 1n 1nvoluzior tra loro, non contenenti il tempo,
e risolubili otto ad altrettante » (per es. pi, e, - Px), il teorema in

parola si enuncia cosi: Se H, ¢ cid che civient H quando alle py, pe, px
jatrs y nressioni dedotte d atearali o relazioni invarianti

conosciutie, L 7
0 =hik-+1,..1)

elle s )t ystituiscono un Sistema invariante /‘/'S);L’//r/

Di qui risulta, che dalle (1) e dalle 4 relazioni note, supposte tutte

. ¢» in funzione

indipendenti tra loro, si potranno ric:

delle ¢, ¢z, @ talche fatte le sostituzioni nel s

si otterrs

tema canonico (0),

ema ridotto di 4 equazioni, atto a definire le ¢y, s, ... qx

in funzione del tempo. Le soluzioni particolari dedotte in questa maniera

corrispondono 2 ) ri del sistema, nel senso attribuito a questa
espressione dal Routh e completato dal Levi-Civita (')

I, importanza che ha senza dubbio 1'enunciato teorema, rende manifesta
1" utilita di collegarne la deduzione alla teoria generale delle equazioni dif-
ferenziali, e in particolare a quella dei sistemi Hamiltoniani. Questo é
quanto ho voluto fare nello scrivere la Nota che ho I'onore di presentare

lemia. Avvertird che dai miei calcoli e ragionamenti il

a questa R. Acc:
teorema risulta alquanto piu esteso; poiche, quando non sono soddisfatte le
condizioni necessarie all'esistenza delle soluzioni stazionarie del Levi-Civita,

ma ne sono soddisfatte certe altre, si possono ancora determinare delle classi

1i soluzioni particolari, che perd in generale non sono stazionarie.

1. Consideriamo il sistema d’equazioni ai differenziali totali

ATmar = biy Ay <+ byo Ay = -+ by da
? = da, -+ beo dzo -- )
dz 1 day - ] »IL/ da

(2)

(1) Suz moti staziona lei mi olonomi. Rendiconti della Classe di sc. fis., mat.

e nat., vol. X, serie 5% 1901.
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ove si riguardano le z,, s, ... 2, come variabili indipendenti, 2,4, , Zmss ,

Zmen come funzioni di quelle variabili, e i coefficienti &,, funzioni di tutte

Pinrnr e POSLD

le variabili 2, , ...

X, (f) =

le condizioni

(3) X, (bis) X (Gir) (,‘ \7 1 _'_' .H:..Nw)

sono necessarie e sufficienti affinché il sistema (2) sia completamente inte-
grabile. Supponendo soddisfatte queste condizioni, vediamo se & possibile di
determinare delle soluzioni particolari, tali che le z,., non dipendano da
una delle variabili, per es. dalla z, .

Dovranno pertanto essere nulle le derivate delle @, rispetto a z, ;
cioe le equazioni
(4) 0 =00 =105 =10

dovranno essere identicamente soddisfatte per quelle espressioni delle z

che rappresentano le soluzioni particolari in discorso. Le quali dunque, se
esistono, si devono dedurre dalle (4) con operazioni puramente algebriche
e quindi le 4, non dovranno contenere z,. Resta a vedere se le espressioni

delle #,,.;, cosi dedotte, soddisfano il sistema ridotto

Amer = bis dzzs == - = by da
2) .
AZen = bps dzs =+ = = b B2
Basterd percido che il differenziale totale di 4, (r=1,2,..2) sia

identicamente nullo in virtu delle (2) e delle (4). Ora si ha

" b I
dbn=>—do; + > —da,.
=3 il s=1 0+

-l Vb s /)
=318 1N p. 0 gy
(W = D5 )

ossia
d by = X (¢ V) dai;

ma
X; (by1) =X, (b ,

Renprcontr. 1902, Vol. XI, 1° Sem 40




quindi

1
i vede facilment he esso sara identicamente nullo in virtu delle (4)
quando sia — 0, quando cioé le & non contengono la ;. Si conclude:
0z
S oefficie lel sistema (2) comy 7 tegrabile non contengono
a variabile in :'// wdent ¢ a )
- () () 1}

che si ottengono uwquagliondo a ¢ ventt di dx, , somministrano
i zione particola [ y 0

2. Di questo teorema ce ne viremo ora per determinare delle solu-

zioni particolari del sistema Hamiltoniano (0), quando se ne conoscono / in-

tegrali in involuzione.

Siano
(5) h— =0, ps— ¢, 0 o Pr— g =20
gl integrali in parola risoluti vispetto a le ¢ saranno in
generale funzioni delle rimanenti p, di tutte le ¢ e Anche la fun-
zione H potrd contenere che noi togliamo per ora le restrizioni che

ibbiamo enunciate in principio sul sistema olonomo che da luogo alle (0).

Cid posto, decomponiamo il sis Hamiltoniano nei tre gruppi seguenti,

contradistinti dalle indicazioni (z), (4), (¢)

¢ dt
H ) H
(¢ = e A
’ d pi " di ) { 1 )

Se nelle equazioni del gruppo si sostituiscono alle p, , po, ... px le fun-

zioni ¢, e si tien conto delle (2) e (¢), si trova

)¢, YH ¢, d3H | ‘
Pr _ y Y — 4+ [¢r; Hp1 =0,(rn=1,2, . k),

4 =1 0¢s P




ove 1'indice % -1 nella parentesi di Poisson sta ad indicare che la som-
matoria, rappresentata da quel simbolo, va estesa da %z -1 fino ad z. Indi-
cando poi con H' cid che diventa H dopo aver sostituito le ¢, alle p,, si
deducono subito le relazioui:

pH HO ¥

= (s=1,2, «n)
oY o =i
(6)
YH H' X AH Yy
—= Sy = 1, .n
op V2 = 0

Le quali, combinate opportunamente con le precedenti, conducono, dopo ca
coli facili e ben noti (!), alle relazioni seguenti:

Y, YH' .
@) e 4 2% 4 (g, B =0 , (r=1,2,..4)
3

~/

che devono essere identicamente soddisfatte.

Consideriamo ora l'equazioni (¢), le quali in virtu delle (6) diventa

dygi H' < YH d¢g,
dt ~— Wi = pr Wi
dpi _  H L~ °H g,

dt W ' S e Vg

ove hisognerd immaginare sostituite nelle sommatorie le ¢. alle p,. Vediamo

se ¢ possibile definire le p; e g; (=/A--1,...2) in funzione di #,4:,q2,...¢
in guisa che queste equazioni risultino soddisfatte in virtu delle (a). Dovra
essere

Ry 2H' L H [ APy

T/ PR S N s 3 7T -/')i“

3 -2, et

-

e RH S :\ll(q/r, )«/,):”
A 24

A queste si soddisfa definendo le p; e ¢; mediante il sistema:

) G 29,

e Rl
Pl Wi Ay i

wi_ M W3 g,

Y AT TR b e T :

(1) Vedi in particolare la Nota citata del Levi-Civita.
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il che sara

yossibile, quando per le equazioni ai differenziali totali

{
(8) TS )
L0 H 7 7{ﬁ l ‘(,
che equivalgono a quel sistema, siano soddisfatte le condizior integrabi-
lith. E facile vedere che c¢id avviene, ricorrendo alle (7) e yndizioni
d’ involuzione. Questo, del resto, &€ ben noto; ed e anche noto « dalle (8)
1 deducono conseguenze importanti per la teoria generale dei 11 Hamil-
niar
Ma, giunti a questo punto, c¢i possiamo proporre di determi delle
luzioni particolari delle (8); per esempio delle soluzion cul le e
ieno funzioni di ¢,,¢s,...qx € non di ¢4 In virti del teorema dimostrato
1 grafo precedente, cid sard possibile quando i coefficienti delle (8)
n contengono 7; quando cioé H' e le ¢ non dipendono da ¢ Stando in
jueste ipotesi, il teorema ricordato ci dice che le soluzioni particols
definite dalle equazioni:
H H'
0 — 0 (2= 1 )

che si ottengono ugnagliando a zero i

ienti di d¢. Queste equazioni
insieme alla () e (5) definiscono co®* moti, che sono i moti stazionari in-

dicati dal Levi-Civi Cosi la ricerca di questi moti ¢ direttamente colle-

lei sistemi Hamiltoniani

sica teoria

generalmente possiamo supporre che H e le ¢, pur contenendo il
tempo, non dipendano da una delle variabili 4,,¢., ... Gk » Per esempio

dalla ¢,. In fal caso il sistema (8) ammettera la soluzione particolare defi-

nita dalle equazioni:

ali unite alle (2) e (5) definiranno oo®* moti particolari del sistema

,i_‘;“””';.-g_ ‘3”"‘” motl pero non saranno, 1o 'Jr'!lf‘l;llr‘. moti stazionari




