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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

M&tematica. — .Q///' .\'/./////////. a f/"”///'w /’/Z//f‘(‘x' € v\‘////r/ Curva-
tura di Riemann. Nota del Socio Luict BIANCHI.

Sono ben note le identitd algebriche fra i simboli di Riemann a quattro
indici, nella teoria delle forme differenziali quadratiche. Non sembra invece
che siano state ancora osservate le identita differenziali che li legano ai
simboli di Christoffel a tre indici, di cui tratto nella presente Nota (!).
Queste formole, per sé notevoli, consentono un’immediata applicazione ad
un bel teorema trovato da Schur (2) e da lui dimostrato per altra via.

Indichiamo con

l.n
= N ays dzy da,

una forma differenziale quadratica negli # differenziali
dz,, dzs ... dz,
delle variabili indipendenti z, , 2 ... Zn, dove i coefficienti @, sono funzioni

(') Ho stabilito queste identita nelle lezioni da me date nello scorso anno presso la
Universita di Pisa.

(®) Ueber den Zusammenhang der Riwme constanten Riemann'schen Krimmunas-
maasses mil den projectiven Riumen. (Math. Annalen Bd. 27).
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finite e continue delle & (mel campo di variabilitd che si considera), che
ammettono derivate parziali fino al terzo ordine, tutte finite e continue. Si
suppone inoltre che il discriminante

sia diverso da zero.

Con A, indichiamo il quoziente della divisione per a del complemento
algebrico di @». I simboli di Christoffel di prima specie sono definiti dalla
formola

(7] =5 (3 d 2

> quelli di seconda specie dall’ altra

Un simbolo di Riemann a quattro indici (7%, 7k) & definito dalla formola
1

e M e TS KT

E ben noto che fra i simboli di Riemann sussistono le identith date dalle
formole se

(4) (&ryih)y=—(rk,ih),(ih,rk)=(rlk ik),(rk ,ih)+=(ri, k&) 4 (rh, ki)=0,

in virth delle quali il numero di questi simboli distinti si riduce a

n'(n*—1)
12
Indicando ora con 7/, ¢kl cinque indici qualunque presi nella serie 1, 2, ... %,
dimostriamo che hanno luogo le seguenti identitd differenziali:
D D s p (i)
(A) (7% ,ih) 4+ — (v, hl) - 7k, )= "> (%t | Ih) +
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Si possono porre le identitd precedenti sotto un'altra forma, introducendo con
Christoffel (*) simboli @ e¢inque indici (7% ,Zkl) colla formola :

Ir (1K
e 5h) (%)

() (rk,ihl) = \%(/‘/}.///)—_(/\ 7 —_’/\

(7t ,ih) —

2 (//‘ ,ZV/).
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ossia, come si esprime il Ricci, formando le derivate covarianti dei simboli
Riemanniani, allora la (A) pud scriversi sotto la forma equivalente:

(A%) (7k , ihl) - (rk , hli) = (7 , lik) = 0.

E da osservarsi per altro che le (A), o le equivalenti (A*), si riducono a
pure identitd formali se » =~/ ed anche se due dei tre indici 7, &, £ sono
eguali.
o
Per dimostrare la (A) cominciamo dall’ osservare che le derivate delle
A,y rispetto alle # si esprimono linearmente per le A stesse e pei simboli
a tre indici di Christoffel colla formola:

g I 1/ le.n It
() -“—:_\\ ’—\_;\1.»\ {

i (&)

E infatti indicando con &, lo zero o 1 unitd, secondo che s==71 o s=14,
si ha

che derivata rapporto ad =z, porge

Vi
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X i — —l\. ‘4\;.4 I:'S,Z]_\\Ml;\-,, Z./] .
= A/ o ) o= s

Moltiplicando questa per Ay, e sommando da s=1 a s=r7 coll osservare
la (2), risulta appunto la (@). Cid posto formando dalla (3) la
d
ALy
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(7, ih),

(\) Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke

aweiten Grades
(Crelle’s, Journal Bd. 70). V. § 6




ed applicando la (), troviamo dapprima :
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Trasformiamo ora le due ultime somme triple nel secondo membro col

processo seguente, che indichiamo per esteso per uno dei termini, p. e. pel
primo. Abbiamo per la (2)

=t wf]t]fxxh[] P

altri termini delle somme triple, vediamo

rermente le notazioni per gli indiei, si pud serivere:

@ Sk "~L}"*{ﬁ%:ﬂ“[]+
LSS -2 0
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Ora, se in questa permutiamo una prima, poi una seconda volta, circolar-
mente gli indici 7,4,/ e le due formole ottenute addizioniamo colla (4)
stessa, ne risulta appunto 1'enunciata formola (A), ¢. 4. d.

9
9.

Al § 7 della citata memoria del sig. Schur si trova stabilito il teo-

rema: Se la curvalura Riemanniona dello spazio, //w//'////r/ da

ds® = > ay da; day,




7
¢ costante atlorno ad ogni singolo punto in '///////////17/!' orientasione, essa
non pud variare nemmeno da punto a punlo, cioe lo ,\'////:fr'l e a curvalura
assolutamente costante.

Per dimostrare questo teorema Schur ha fatto uso di considerazioni
geometriche sulle superficie geodetiche. Mi propongo qui di far vedere come
si arriva direttamente al teorema stesso, applicando le identitd (A).

Nella ipotesi che la curvatura Riemanniana K sia una funzione delle
coordinate 2, , ., .. #, del punto, ma indipendente dall’ orientazione attorno
al punto, per la formola stessa che da la curvatura Riemanniana dovremo avere,
per ogni quaderna di indici »,/%,7, Ak, le relazioni

(5) (7%, ih) = K (@i ame — an a) .

Ora partiamo dall’ osservazione, d'immediata verifica, che le formole (A)
risultano identicamente soddisfatte ponendovi in luogo dei simboli (7%, ik)
di Riemann i corrispondenti minori del 2° ordine

i Opy — Uy Qi

del discriminante «. Ed invero, formando, secondo («), le derivate covarianti
di questi minori (che formano un sistema quadruplo covariante secondo
le dominazioni del Ricci) si vede che esse sono identicamente nulle. Sosti-
tuendo nelle identita (A) pei simboli di Riemann i loro valori supposti (5),
queste diventano :
K

(@i apy — an iy . 7‘!—(4,,// —a /,“)\\ —+(a,q aig —

Moltiplicando questa per A,; e sommando da 7=1 a » =17 (col ricordare
che 7, /4,7 sono supposti diversi) si ha semplicemente

Se teniamo fissi %, / e diamo a % tutti i valori da 1 a #, sussistendo
le proporzioni:

Apy + Ape

(giacché « non & nullo), se ne trae

2K VK
— ==
PN AT,

E poiché cid vale per tutti i valori degli indici %, /, se ne deduce appunto

K = cost'"

cid che da il teorema di Schur.




