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niose di Percile ho veduto Ostrea cochlear Poli, Anomia radiata Bre.,
Pecten scabrellus Leh., P. Haveri Mich., come nelle breccioline del bacino
del Turano nel prossimo Abruzzo. Le marne presentano frequentemente delle
Globigerinae ¢ degli Ostracodi, e ritengo si abbia a trovare in esse 1’ intera
fauna dello Zancleano inferiore di Seguenza (*). Tn generale questi terveni
sono depositi di mare assai profondo e sulla loro etd non potrei trarre con-
clusione diversa da quella del De Angelis, che cioé appartengano alla plaga
Langhiana del Miocene medio (2).

Matematica. — Contributo alla teoria degli insiemi. Nota
del prof. ErrorE Borrororri, presentata dal Socio U. Dinr.

Lo studio di alcune quistioni pertinenti alla teorica delle Funzioni di
variabili veali, toccate in una mia memoria preventiva: Swlla delerming-
&ione dell’ ordine di infinito (%), mi ha portato a conclusioni che, mentre
da un lato confermano i fatti che in quel lavoro furono annunziati, anche
in quei punti dove per la affrettata redazione parevano men sicuri; d’ altro

(') Ho gia detto altrove, descrivendo i terreni della Calabria, per quali ragioni ritengo
debba attribuirsi al Miocene medio anzicht al Pliocene lo Zancleano inferiore del Se-
guenza. Suoi equivalenti paleontologici nell'Ttalia settentrionale e centrale sono stati
riconosciuti dal Coppi le marne bianche di Monteg

del Tevere, tutte pur esse certamente mioceniche. Se in qualche punto della Valle del

io, dal Silvestri quelle dell’alta Val

Mésima od altrove si sceverarono marne plioceniche o postplioceniche fra quelle che io
o magari il Seguenza avevamo riunito con lo Zancleano, ¢id non altera affatio le conelu-
sioni sull’eta del Zancleano inferiore, conclusioni che devono intendersi applicabili solo
agli strati contenenti i fossili (foraminifere ed ostracodi) propri di questo terremo e mnon
ad altri.

(%) Nell' ultima Carte géologique internationale de I'Europe le argille, marne ed are-
narie della parte centrale della Valle del Sacco sono giustamente attribuite al Miocene. Cid
sembrerebbe in contraddizione con alcuni layori dell’ Ufficio geologico; ma poiché in essi
non sono indicati i successivi stadi di modificazione delle idee, & prudente astenersi dalle
induzioni. Se mon che non v'ha differenza fra i detti terreni indicati come miocenici
e gli altri lasciati nell’ Eocene. In generale nella Carta predetta e cosi nei monti a sud-est
di Tivoli nella Carta delle Campagna romana, salyo una sottile zona lungo la destra
del Licenza e minimi lembi altrove, dovrebbero segnarsi come mioceniche tutte le masse
attribuite all'Eocene nei monti fra Solmona e Avezzano e nei bacini dell’ \nicne, del
Sacco, e del Liri, poi una parte delle rocce del Corno grande al Gran Sass: e della
Maiella. Cosi pure appartengono al Miocene i terreni (argille e marne) seguati come
pliocenici sotto Mandela nella valle dell'Aniene e sotto Monte S. Giovanni Campano
in quella del Liri, ed al Postpliocene i conglomerati calcari di Mandela.

Pur troppo gli studi dell’ Uflicio predetto sui terreni terziari della Provinecia e delle
regioni contermini, e sono la massima parte dell'’Appennino, per mancanza di cognizioni
paleontologiche, sono stati poco conclusivi, anzi, salvo pei dintorni di Viterbo dei quali
si ¢ occupato il valente Di Stefano, piuttosto negativi.

() Atti della Socictd dei naturalisti e matematici di Modena (1901)
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lato hanno stretto rapporto con le teorie della integrazione definita impropria
e delle serie di funzioni.

Non parrd quindi inutile che io hrevemente le esponga; cid che spero
di poter fare con questa Nota e con alcune che la seguiranno fra breve.

In questa svolgerd aleune considerazioni sulla determinazione della
estensione esterna (atissern Inhalt) di un insieme lineare situato in un inter-
vallo di ampiezza infinita.

Non credo sia stato osservato che non si giunge sempre allo stesso nu-
mero, quando si definisce la estensione esterna di un insieme = situato nel-
I' intorno (&, , ... - %) come il limite, per z=o0, della estensione di
quella parte di 5 che & situata nell' intervallo (2,,...2), o quando diretta-
mente si cerchi il limite inferiove delle somme delle lunghezze dei segmenti

.

che contengono punti o punti limiti di =. Quest ultimo limite pud essere
infinito, ed essere finito o nullo il primo: ed & il primo appunto che prin-
cipalmente giova considerare.

Nemmeno credo sieno ancora state cercate le relazioni fra le estensioni
esterne di due insiemi che si ottengono I'uno dall'altro, quando si eseguisce
una trasformazione hiunivoca, orvdinata, continua della variabile reale
nella variabile reale y = /f(z), e si immagina che nell’ intorno (z, ...~ o)
gia situato un insieme di punti di determinata estensione.

Di questi argomenti intendo occuparmi, indugiando sovra di essi solo
quel tanto che mi sard necessario per le applicazioni che dovrd farne nelle
Note seguenti.

1. Nel segmento finito (2,,...2) sia situato 1" insieme = di punti [&]
e si consideri una successione T,, Ty, T3,... di scomposizioni del segmento
(0 ,--.2) fatte in guisa che ogni nuova scomposizione suddivida alcune o
tutte le parti prima esistenti e che, ad ogni numero positivo d, possa farsi
corrispondere un indice 7 tale che, dalla operazione T, in poi, tutti i trat-
ticelli in cui (2, ,...#) & scomposto, abbiano lunghezza minore di d. Dopo
ogni scomposizione si sommino le lunghezze di quei tratticelli che conten-
gono punti o punti limiti di =. Indicando coteste somme con 8, So, Sz, ...
siavrd s, >0, Sy =81 (=1, 2, 3....) e percid esisterd il limite
L=1lims,, e si avranno le relazioni s, =L, L =0.

n=0

Il numero L rappresenta la estensione esterna dell’ insieme Z (1), di-

p—r
9

remo anche, con lo Stolz (2) che compete all’insieme =, e diremo discreli
quegli insiemi a cui compete un numero L = 0.

1l muwmero L ¢ indipendente dal modo con cui le scomposizioni T, si
operano.

(2) Cfr. Peano, Applicazioni geometriche del Calcolo, pag. 152. Per la bibliografia
si rimanda all’articolo sugli insiemi che ¢ nell’ Enciclopedia.
(%) Math. Annalen, XXIII, pag. 154. Cfr. anche Harnack, Mat. Ann. XIX, pag. 238.




Se un segmento (2 ,...2) fnito si scompone in wn nwmero finito
di porti, lo estensione esterna di wn insieme E situato in (2o, ... %) @
equale allo, somma delle estensioni delle parti di = situate nei singols
tratti in cui (zo,...2) [fu diviso, ed, in particolare, non ¢ minore della
estensione di una qualunque sua parte.

Se in un segmento finito (%, ... 2) ¢ situato un insieme discreto =,
ad, ogni mumero positivo € si pud far corrispondere wn nwmero positivo d
tale che, scomponendo il segmento (2o ,...x) in tratti lutti minori, in
lunghezza, di 0, la somma delle lunghezze dei traiti che contengono punti
0 punti limiti di Z, sio minore di e.

Lo somma di win nwmero finito di insiemi discreti sitwali in uno
stesso segmento ¢ ancora wn insieme discreto.

Se, scomponendo il segmento (2o, ...2) in un numero finito di pari,

)

ot

i punti dell’ insieme 5 contenuti in ciascuna di quelle porti costituiscono
altrellanti insiemi discreti, anche [insieme = ¢ discreto.

Indicando con K 1'insieme di tutti i punti che rimangono nell’ intervallo
(%o, ---x) dopo che se me & sottratto un insieme discreto, si vede agevol-
mente che: L’insieme K ¢ denso in tutlti i punti del segmento (%o, ---Z)-

2. Consideriamo ora un insieme = di punti [£] situati in un intorno
(aico)

Sia data una successione #,, &1, Z».... che tende all'infinito sempre
crescendo, cosicché si sappia che nessuno dei segmenti (2, ...Z%n+1) ha
lunghezza nulla. Indichiamo con L, la estensione esterna della parte di =
che ¢ contenuta nel segmento (2, , ... Zn+1)-

Se la serie
(1) > Li=Li+ L+ L+

0

converge verso la somma L, diremo che questo numero L compete all’in-
sieme 5 , dato nell’intorno (zq , ... ).

3. Per giustificare questa definizione dimostreremo che il numero L
non dipende dalla scelta della successione .
Zoy Uiy Yoy---- una successione che tende all infinito

Sia infatti y, =
sempre crescendo. Indichiamo con L', la estensione esterna della parte di =
contenuta nel segmento (7, ... Yn+1)-

Voglio provare anzitutto che la serie

@) Sl Bl Tatels T elane

¢ convergente, se ¢ convergente la (1).
Preso un numero positivo o, a piacere, e determinato 1" indice 7z per
modo che il resto R, = L+ - Ly -+ della serie convergente =Ly .

-
i

Renpicontr. 1902, Vol. XI, 2° Sem.
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sia minore di o, si cerchi poi, nella successione 7, , il primo dei termini
che non & minore di Zu.-

Posto che questo termine sia g/, , dico che la somma di un numero
qualunque » di termini, a partive dall’ 7 -~ lesime nella serie (2) & essa
pure minore di o.

Seriviamo la somma: A% = L'y -+ Liee =+ L', ed al nu-
mero » fissato, facciamone corrispondere uno 7, abbastanza grande perche
Ymer DOD sia maggiore di Zp.r, - L'intervallo (yim+r s .- Ymsr) sard allora
tutto contenuto nell” intervallo (&,+y ,... Zn+r), € la estensione esterna della

ot

parte di = situata mel primo intervallo, non sara maggiore di quella rela-

DO

tiva alla parte di esso contenuta nel secondo, cioe aviemo:

Mg =Lips1 +Loso+ -+ Ly, =0 e dande

B facile ora vedere che: anche le somme di quelle due serie sono
equali.

Indichiamo con S,=L; L, -+ L,, la somma degli » primi
termini delle serie (1), e con S’ =Ty L;~ -+ L', la somma degli
primi termini della (2).

Ad ogni numero 7 potremo farne corrvispondere un altro 7z abbastanza
grande perché sia #,= y., ed al tendere all infinito di 7, anche m diven-
terd infinito. Si ha perd S, =", , ed anche percid:

3) = 1§1m Sh— L =—limS},

=m0

D’altra parte, ad ogni m fissato, pud farsi corrispondere un 7, tale che

sia &n, = #m , epperd anche S, =18',,; da cui
(4) L=k
Dalle (3) e (4) si ricava appunto L = L. s

4. 11 numero L che compete all’ insieme = situato in un intervallo infi-
nito (2o ,... | ), e che abbiamo ora dimostrato potersi determinare in
modo unico, risulta con legge aritmetica dai limiti L, supposti gia calcolati.

La somma S, =L, L, o --- - L,, pud ottenersi, perd, anche ope-
rando al modo seguente:
Si scomponga ciascuno degli intervalli (zo,...2), (z1,.... Do) s e

(#ny-+-Zper) in parti di lunghezza non maggiore di un determinato numero d,
si indichi con L,(J) la somma delle lunghezze dei tratti che contengono
punti, o punti limiti di =, e sono contenuti nel segmento (z
(r==0,1, 2...7), si faccia la somma

79l ""Hv])‘

Sn(9) = Lo(9) + Ly(9) + -~ = Lu(d) ,
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e se ne cerchi il limite per & =0: si avra appunto

() e ).
Ora, benché si sappia che tutti i limiti (5) esistono finiti e determi-
nati, e che esiste, pure finito e determinato il limite

(6) lim 8, =L,

non st puo asserire che, per valori di 0 abbastanza precoliy esista anche

il limite:
@) 121} S,z(z)’):L(d),

.
cioe che converga la serie > L.(d), e non si pun, in generale, dedurre:
0

@) = lleni 3 1)1;101 Sa(d) { = lim § lim S,,(9)! .

0=0 )

0
Cio aceadra solo quando lo serie > L,(J), convergente, come ab-

5
biamo supposto, per d=0, converga uniformemente o iratti in un Lntorno
determinato di questo pumto (V).

Quando tale condizione sia soddisfatta, 7/ numero L che compete al-
Uinsieme 5, coincide con la sua estensione esterna.

5. 11 teorema dato al numero 3, e le proprietd fondamentali dei nu-
meri S, che competono ad insiemi situati in segmenti finiti, permettono di
enunciare anche il metodo seguente per la determinazione del numero L che
compete all’insieme & situato nell intorno (z, ,...o0):

Lissato wn nwmero positivo 9, si scomponge il segmento (&g, ... &)
in parti tutte minori di 0, si faccia la somma S(z,0) delle lunghezze
di quelle parti che contengono punti, o punti limiti di =, st caleoli il
limite
o Lot s

Se ha luogo la convergenza uniforme di cui s'é fatto parola al numero
precedente, e indifterente 1'ordine secondo cui si eseguiscono le due opera-
zioni di passaggio al limite, e si ha anche

L =1lim } lim S(z , d) ¢
(10) oL L R
(1) Cfr. Avzely, Sulle serie di Funzioni (Mem. R. Ace. delle Sc. di Bologna, a. 1899,
1

pag. 153).
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ma se quella convergenza uniforme manca, e v & solo la convergenza ordi-
naria per d =0, si dovra esclusivamente far uso delle (9).

o0
6. Se la sexie > L, diverge, non esiste, o se si vuole, & infinito il
[\}

numero L. che compete all' insieme =, diverge a maggior ragione anche ogni
serie S L(J) e si ha:

an T e

7. Perche sia possibile la determinazione del numero (finito) L che
compele ad un tnsiene E. situato nell’intorno (zo , ... ®), occorre e basta
che ad ogni numero positivo & se ne possc far corrispondere un altro -
abbastanze grande, perche i punti ed i punti limiti di 5 situali nel
seqimento (xg,...,u), qualungue Sia & >> @, Possano essere rinchiusi in
un insieme di tratti la cui lunghezsa totale mon superi &.

Perche, oltre o cio, Uinsieme = abbia estensione esterna finita, occorra
¢ basta, che, la condizione superiormente enunciata, possa esser soddisfatta
col dividere il segmento (2., ... 2) in tratti twiti minori, in lunghezza,
di un numero positivo 9, indipendente do -

8. In particolare per la esistenza del numero (finito) L, ¢ condizione
necessaria, che ad ogni coppia di mumeri positive &, M. se ne possa far
corrispondere un terzo zex abbastania grande, perche lu estensione esterna
della parte di 5 contenuto nel segmento [ go00n & mp i), B2
sia maggiore di &.

9. B importante, per quel che segue, notare che se un insieme = sod-

non

{

disfa cotesta condizione, il rapporto —— = della estensione esterna della
Ln— Lo

parte di E situate nel segmento (%o, - - - zn) alle lunghezza del segmento

stesso, tende allo zero quando z, tende all infinito. Ed infatti, poiche e

indifferente la scelta della successione z,, prendo z, =z, - M. Per le

(i I
ipotesi poste posso scrivere (')

. 1 . 1 1
lim Sn __lim Sp — Sns o
= gp g e =
e, M, sono positivi qualunque, dunque & lim————=0.
n=w In— Lo

10. Gli insiemi che soddisfano la condizione enunciata al n. 9 (in par-
ticolare quindi, anche quelli che soddisfano quella del n. 8) hanno, nelle
ricerche che dovrd fave nelle Note seguenti, importanza specialissima.

(9 Cfr. Cesaro, Analisi Algebrica, pag. 98.
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Quando ¢i0 non possa genevare confusione, li indicheremo semplicemente
col simbolo Z> ed 7ndicheremo con Ko Uinsieme dej punti che rimangono
i un inlorno (Zo , ... ®) quando se ne sono Sotlratly tutti ¢ punti di wn
insieme =, .

Dalle date definizioni si deduce che, 4/ rapporto  fra la estensione
esterna della parte di un insieme 5y situata nel segmento (zo,...xz) e
quella della corrispondente parte dell’insieme X, , lende allo zero per z
tendente all’infinito.

Non si deve escludere che ad un insieme &, possa competere un nu-
mero L finito o nullo, ma rimane escluso che un insieme =, possa contem-
poraneamente essere un insieme K, .

11. La somma di un numero finito di insiemi 5, & ancora un insieme 5.

12. Fra gli insiemi che ammettono numero finito L, meritano speciale
attenzione quelli per 1 quali ¢ L=0.

=
i numeri L, sieno tutti singolarmente nulli, cioé¢ che la parte dell insieme
dato che é situata in qualunque segmento finito abbia estensione esterna nulla.

Diremo che un tale insieme & discreto in qualunque sua parte finita,

o0
Essendo L= > L, , L,= 0, perché sia L — 0 occorre e basta che

o piu brevemente che é discreto.

Un insieme discreto, quando manchi la convergenza uniforme nella
serie = L,(d) puo non avere estensione nulla, ma se un insieme ha esten-
sione esterna nwulla, ¢ certamente discreto.

13. Indicheremo brevemente un insieme discreto col simbolo =, ed
indicheremo con K, l'insieme dei punti che rimangono nell'intorno (... -~ o)
dopo che se ne e sottratto un insieme 5 .

14. La somma di un numero finito di insiemi discreti & ancora un
insieme discreto.

15. Un insieme K, é denso egualmente in tutti i punti dell intorno
dove esso e situato.

16. Un insieme discreto & sempre anche un insieme =5, ed un insieme K,
¢ sempre parte di un insieme K.

17. Se tutti i punti di un insieme K, soddisfano una stessa condizione,
potremo dire che quella condizione & generalmente soddisfatia nei punti
dell' intorno (2, ,... 4 o) dove K, & situato.

18. Sia
(12) y=[(2)
una funzione ad un valore, finita, continua, sempre crescente della variabile
reale @, data nell intorno (%, ,... o) e sia

lim ) =iea ¢

(13)
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I punti dell’ intorno (2, ,... ) sono posti, mediante la (12) in corrispon-
denza biunivoca, ordinata, continua, con quelli dell'intorno (7o==/(2o),-- -~ ).

Ad un insieme di punti [£] situati nell'intorno (., ...~ ) corrispon-
dera un insieme di punti [%] situati mell'intorno (¥ ,...--2) e recipro-
camente.

A punti contenuti nel segmento (z,...2:), corrisponderanno punti
situati nel segmento (7, = f{(21),... ¥» = f(#2)); quando la lunghezza
dell’ intervallo (z,,...2,) si faccia tendere allo zero, cosi succederd di
quella dell’ intervallo (z,,...y) e reciprocamente.

Pel noto teorema di Cantor, sulla continuitd uniforme, potremo inoltre
figsare un numero o- abbastanza piccolo, perche, ad ogni intervallo (2, ,...zs)
contenuto in (2, , - .. o) ed avente lunghezza non maggiore di d., corrisponda
un intervallo (, , -..%s) di lunghezza minore del numero positivo «.

Notiamo ancora che se si ha una successione &, di punti z tendenti
all’ infinito sempre crescendo, si avra corrispondentemente una successione
di numeri 7, sempre crescenti, tendenti all’infinito.

19. Le considerazioni fatte, ed i risultamenti ottenuti al n. 7 ci per-
mettono di concludere che: Se ad un insieme di punti [&] situati nell’in-
torno (%o, - .- =), compete un numero finito L, anche al corrispondente
insieme [0 compete un nuwmero finito L', e reciprocamente. Se & L=0,
anche L' = 0, cioé ad insicmi discreti corrispondono insiemi discrels.

90. Poniamo ora che nell'intorno (z,, ...} o) sia situato un insieme

S(z)
L Lo
esso contenuta nel segmento (zo,...2) alla lunghezza del segmento stesso,
sia infinitesima per z =0 .

L. estensione esterna della parte dell’insieme [%] contenuta nel corri-
spondente segmento (7o ,...%(«)) sara espressa da S(/(z)), e, poiche al
tendere di 2 all’ infinito, anche f(z) tende all’ infinito, e reciprocamente,
ayremo :

Z5(&) tale che il rapporto della estensione esterna della parte di

lim _S(y)

Y= =0
Y ==Yy

e 'insieme [#] sard a sua volta un insieme .

Dunque, ad insiemi &, dell’ intorno (z,...o0), corrispondono pure
ingiemi =, dell intorno (7, ,...), e cosi ad insiemi K, corrispondono in-
siemi K,, e reciprocamente.




