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Matematica. — Sulle quadriche comugate in deformazione.
Nota del Socio Lurer Bianchr.

1. In una Nota inserita I'anno scorso in questi Rendiconti (Volume XI,
1° semestre, 6 aprile 1902) mi sono occupato del seguente problema, rela-
tivo alla teovia della deformazione delle superficie flessibili ed inestendibili:

Trovare tulte le coppie di superficie S, S' (non omotetiche), rappre-
sentabili punto per punto I'una sull’ altra, in guisa che si corrispondano
le loro linee assintotiche attuali, ed inoltre g qualsiasi sistema di assin-
totiche virtuali dell’una corrisponda un sistema della stessa specie  sul-
Ualtra.

Col nome di assintotiche virtuali di una superficie S si indica un qua-
lunque sistema di linee suscettibile di diventare linee assintotiche dopo una
conveniente deformazione di S; si ricordi inoltre che la nuova configurazione
di 8 & perfettamente determinata dal sistema delle assintotiche virtuali.

Due superficie S, S’ nella relazione sopra descritta si diranno conzu-
gate in deformasione, volendo significare che ad ogni deformazione dell' una
corrisponde una determinata deformazione dell altra, per modo che i due pro-
blemi di trovare le superficie applicabili sopra S, o quelle applicabili sopra
', si equivalgono: pexfettamente.

Nella Nota citata'ho' stabilito' la proposizione fondamentale: Affinche
due superficie 8, 8 siano coniugate in deformazione ¢ necessario ¢ sujfi-

Renprconti. 1903, Vol. XII, 1° Sem. 29
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ciente che si corrispondano punto per punmto, eon conservagione dei siste-
mi coniugali e delle linee geodetiche.

Ho poi dato la soluzione del problema nell ipotesi che S, S" siano appli-
cabili sopra superficie di rotazione, rilevando il caso particolare pit notevole
di quadriche reali di rotazione, una delle quali & un ellissoide allungato,
I'altra un iperboloide a due falde. Le deformazioni coniugate di queste due
quadriche si collegano coi teoremi di Guichard e colla trasformazione di
Hazzidakis delle superficie a curvatura costante positiva o, cid che & lo stesso,
delle superficie a curvatura media costante.

Nella presente Nota riprendo la questione indicata per applicarla alle
quadriche generali, esponendo alcuni teoremi che, sebbene discendano molto
facilmente da notissimc proprietd, non sembra siano stati osservati fino
ad ora.

Comincio dunque dal dimostrare il teorema:

A) Ogni quadrica a centro si puo trasformare, per mezzo di una
projettivita, distinta da una similitudine, in un’alira quadrica in guisa
che alle geodetiche dell’ una corrispondano le geodetiche dell’ altra ; le due
quadriche si possono inserire in un medesimo sistema confocale.

Poiché le trasformazioni projettive conservano altresi i sistemi coniugati,
segue che ad ogni quadrica generale & coniugata in deformazione un’altra
quadrica, distinta in generale di forma dalla primitiva, e piit precisamente:

B) Ad ogni ellissoide ad assi ineguali ¢ coniugata in deformazione
un iperboloide a due falde dello stesso sistema confocale, ad un iperbo-
lozde ad una falda wn altro iperboloide ad una falda nella medesima
famiglia. Solo quando I iperboloide ad una falda é ortogonale, ¢ identico
al proprio coniugato; le superficie applicabili su questa quadrica si pre-
sentano quindi a coppie di superficie distinte, come per la sfera nella
trasformagzione di Hazzidalkis.

Cosi il problema di cercare tutte le superficie -applicabili sull’ ellissoide
equivale all'analogo per 1'iperboloide coniugato a due falde; cosi pure gli
iperboloidi a due falde si distribuiscono in coppie corrispondenti al medesimo
problema d’ applicabilit.

Se si ricordano le recenti ricerche di Darboux (Comptes Rendus 1899)
che hanno stabilito una relazione fra le deformate delle quadriche e certe
classi' di superficie a linee di curvatura isoterme, & facile indurne che alle
deformazioni coniugate di due quadriche generali deve ' corrispondere per
quelle superficie isoterme, una trasformazione generalizzata della trasforma-
zione di Hazzidakis per le superficie a curvatura media costante, che deve
a questa ridursi quando le quadriche diventano di rotazione.

2. Dimostrerd dapprima geometricamente i teoremi sopra enunciati, de-
ducendoli dalla: nota proposizione di Chasles: e tangenti comuni a due
quadriche confocali Q, Q formano una congruenze. normale. Ne segue
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che. le linee inviluppate sopra Q ‘(o sopra Q') da quelle tangenti sono geo-
detiche; e se, temendo fissa Q, si' fa variare Q', nel sistema confocale, si
hanno cosi tutte le geodetiche di Q.

91°a se esegui.amo una trasformazione projettiva che cangi il sistema di
quadriche confocali (Q) in un altro sistema confocale (Q,), su ‘due quadriche
corrispondenti Q, Q, si corrisponderanno ad up tempo i sistemi coniugati
e le linee geodetiche (pel teorema di Chasles); le due quadriche saranno
quindi coniugate in deformazione. Per ottenere ung delle volute projettivita
basta ricordare che un sistema confocale (Q) di quadriche non & altro che
una schiera inscritta in una sviluppabile del 4° ordine isotropa
cioé al circolo immaginario all’infinito); la Projettivita deve dunque trasfor-
mare quella sviluppabile isotropa in un’altra isotropa, per 1la qual cosa
basta che cangi una delle tre coniche focali mel circolo all’ infinito ).

Inversamente & noto che in qualunque generale projettivitd T vi & uno,
ed in generale un solo sistema confocale dj quadriche, che si muta in un
altro tale sistema. Invero se per la trasformazione inversa T-1 il cifcolo
all'infinito C si cangia nella conica T, la syiluppabile 3 del 4° ordine cir-
coscritta a C e a I' si cangia per la T in un’ altra sviluppal;ile isotropa =,
e quindi il sistema confocale inscritto in = nell’ altro inseritto in 3, .

Cosl adunque: Iz qualunque projettivita dello spazio si ha un sistema
di_superficie (quadriche confocali) per ciascuna delle quali le geodetiche
st cangiano in_geodetiche sulla superficie trasformata.

E naturale ora di domandare se possono esistere altre coppie di super-
ficie S, S projettive, sulle quali si corrispondano le geodetiche. La risposta
negativa si desume subito dalle considerazioni seguenti. Ogni geodetica ¢ di
S dovendo cangiarsi in una geodetica o' di §, il piano osculatore di ¢ si
muterd in quello di 9" (nel punto corrispondente). Dunque se P, P’ sono due
punti corrispondenti di 8, §', e 7, =" i rispettivi piani tangenti, ad ogni
piano normale in P a 7 dovrd corrispondere un piano normale in P’ a ',
indi alla normale S in P la normale alla S’ in P. Queste due normali sono
dunque direzioni principali in P, P della corrispondenza, ciod tali che ad
ogni direzione normale all'una in P corrisponde una direzione normale al-
I'altra in P'. Nel caso attuale di una projettivita la terna (ortogonale) delle
direzioni principali in ogni punto ¢ quella delle normali alle tre quadriche
del sistema confocale che vi passano; e per cid S, S coincidono necessaria-
mente con due quadriche corrispondenti. Queste ultime considerazioni dimo-
strano del resto direttamente (senza far uso della proposizione di Chasles)
la proprietd della conservazione delle geodetiche.

(circoseritta,

(*) Escludiamo quelle che lasciano fisso il circolo all'infinito, perchg non sono altro
che movimenti ed omotetie. x




— 218 —

3. Passiamo jora’a dare una .conferma analitica :ai risultati precedenti,
cid che servird :anche a determinare di ogni quadrica :a centro- la. coniugata
in deformazione. ‘ u sl odds

Prendiamo 1 equazione di un.sistema confocale di. -quadriche a centro
sotte’ la solita forma i

quino: 2 v fivios §
(1) az+e+be+9+cz+e :

indicando ¢ il parametro variabile da quadrica a quadrica, e supposto, come
di -consueto

a2>b2>02'

Le quattro quadriche singolari nella schiera (come inviluppi di 22 classe)
sono il circolo immaginario all'infinito, ¢ le tre coniche focali

i y? ; ;
a2 = g =+ BB i 1, ellisse reale nel piano 5=—
z* 3 R .
i 1, iperbola nel piano y =0

~2
&
3

m —+ S +1 =0, ellisse immaginaria nel piano z — 0.

Vogliamo ora eseguire una tale trasformazione projettiva T, che non
sia né un movimento né un'omotetia, e cangi il sistema confocale in un
altro confocale, onde la T dovra cangiare una delle coniche focali nel circolo
all’ infinito. Noi vogliamo una projettivita T reale, e percid la terza conica
focale immaginaria dovra cangiarsi in questo circolo; quindi il piano z =0
nel piano all’infinito. Dopo cid, se indichiamo Z1, Y, & le coordinate del
punto in cui la T trasporta il punto (z, ¥, %), le formole cercate avranno
la forma
v

y h=—, &1 =

z

=]
s |

-Z'1=, ]

dove inoltre U, V, W dovranno essere talj polinomii lineari in 2, Y, s
che 1'equazione

Pyt 22=0
del .circolo all’ infinito equivalga a quella

(@ — ) 9P+ (2" — %) 4 (a* — 1%) (4 — o) =

della terza conica focale. Trascurando un fattore costante d’ omotetia, dovremo
dunque avere

b Vb Wm0 — o) g7 b (0 = ) - (o = 1 ) .
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Ne segue che U, V, W non contengon
una’ sostituzione ortogonale, si potra assume
vimento :

0 2 ed applicando ad [ VW
re ‘senz' altro, a meno i un ‘mo-

U=1/(a® — #?) (@f—e?), V=1t b2 .z ,.W:Vﬁ_cz,iy‘_

Dunque abbiamo: ERE. 2

Le trasformazioni projéttive reali che cangiano il sistema d; qua-
driche confocali (1) in wn secondo sistema di quadriche confocali sono
date, a meno di un movimento ¢ dj un’ omotetia, dalle formole:

,/(az-—bz)(a?— 2! It S,
(2) 2, = 1 T C) ) yl=1/a2—b2-i.z ) 31¥71/d.2.;€2.y.

Queste rappresentano un’ omografia biassiale armonica avente per assi
le due rette

==Y —)(@—¢), yYo—a =2t —pr=0.

L’ omografia biassiale (2) cangia effettivamente il sistema confocale (1)
nell’ altro :

% o) 912 B
(3) (az_bg)(az_c‘z)_l"—(az_bz)(ce__'_g) +_(az_cz)(be_|_gl=1’
Fte R CET

che & pure un sistema confocale, anzi coincide col sistema stesso, come si
vede osservando che, posto

0 ]

la (3) si scrive

2 2 2
(&) 02191+b2y‘ll*91+02191=1.
Ai valori singolari di ¢:
o0=—a*, —0® , —¢*,
corrispondono ordinatamente i valori
=, —e*, —h —g2;
I'omografia (2) scambia quindi fra loro le due coniche focali reali e I im-

maginaria col circolo all’ infinito (1). ek a0

() Un sistema confocale di quadriche ammette del resto (come un fascio) un gruppo
di 32 collineazioni in s&; ma .quelle reali, utili al nostro scopo, si riducono essenziglmente

alla (2). . !
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Su due quadriche corrispondentisi per la (2) nel sistema confocale si
corrisponderanno i sistemi coniugati e le linee geodetiche (n. 2); esse saranno
cioé quadriche coniugate in deformazione. Dalle formole effettive (3) o (8*)
deduciamo poi:

Al ellissoide a tre assi inegquali

‘2.2 yZ 2'2
sTptE=!

¢ coniugato in deformazione I'iperboloide confocale a due falde

.2 ot ?/12 " 2,2 =
(a® — b®) (a* — ¢?) (a®* — b?) ¢® (&* —c*) b® 4
at a? a?
all’ iperboloide ad una falda
p,ci ‘7/2 ZZ
nTE— =l A>B)
¢ contugato U’ iperboloide della stessa famiglia
x|2 + yli sl 312 P 1
(Ae_Bz)(Az+Ce) (Az_Bz)Cz (A2+02)B2 ARSI
Az A A?

Si osserverd di pilt che, se I'ellissoide diventa di rotazione attorno al-
1" asse maggiore diventando 4 = ¢, anche I iperboloide coniugato diventa di
rotazione e se. sostituendo a questo un iperboloide omotetico, si rendono
eguali i due assi primarl delle due quadriche, quelli secondari 24, 2, ri-
sultano legati dall’identita:

1 1 1
it &

Questa, come gia rilevai nella Nota sopra citata, & appunto la relazione
che intercede fra le due quadriche di rotazione coniugate, mello sviluppo dei
teoremi di Guichard.

Notevole & ancora il caso in cui I’ iperboloide ad una falda & ortogo-
nale (1), il che ha luogo quando

1 1 1
BT E=5

Allora soltanto 1'iperboloide coniugato in deformazione coincide con esso
o I'omografia biassiale (2), o

z

2__ B2 2 2 - :
o="4 e o S NPTy v 1)

() Per la definizione o le proprietd delle quadriche ortogonali. Cf. D'Ovidio, Geo- 5
metria analitica (pag. 458 della terza edizione).
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trasforma 1’ iperboloide in s, conservandone le linee
Ogni deformaszione dell’ iperboloide ortogonale ad una falda ne individua
una seconda, sicché le superficie applicadili su questa quadrica si presen-
tano a coppie di superficie coniugate (distinte d; forma).

4. I teoremi enunciati al n. 1 sono cosi dimostrati a
quanto riguarda la conservazione delle linee geodetiche,
geometriche del n. 2. Vediamo ora come anche questa proposizione possa
facilmente confermarsi per via analitica, ricorrendo alle condizioni caratte-
ristiche trovate dal Dini per la rappresentazione geodetica di una supertficie
sopra un'altra (').

Basta per questo scrivere 1'elemento lineare dello spazio in coordinate
ellittiche o,, @2, 03, riferite al sistema confocale (1), designando 0,
rispettivamente i valori del parametro ¢ per 1 ellissoide, iperboloide ad
a due falde del sistema (1) che passano pel punto (z, y, z).

Si ha allora:

geodetiche. Ne segue:

ppoggiandosi, per
alle osservazioni

02, 03
una o

z =(a2 =+ o)) (a* + 0,) (a® 4 03) 4 =%M@
(a* — %) (a* — %) (6 — ¢?) (6*—a?) .
e (¢ 4 01) (¢® + 05) (c? _1_9‘3)

((32— a?) (02—- l/’) ’

e corrispondentemente pel
ds® = dz® -+ dy® + dz?

e 1{ (01— 00) (01 —05) : (02 — 03) (02 — o) :
B 4 =@+ e e+ @ T @ et Lo @ ot T
b (05 —0) (05— 02)

(@ + 03) (6° 4 03) (¢ + 03)

dgg?; ;
che seriviamo anche
(5%) ds* = H,* do,* + H,?® do,® + H;? do,® .

L' omologia biassiale (2) applicata al sistema confocale (1) d

(a — b (@ — o) (@ =0 (¢ 0) (¢'+ o) (*+ )

2= 5 2= 5
DT @@t @Fe) " T = (@Fe)@+e) @)
g (@ = (0t o) (5°+ @) (5 + o)

' F—c (@4 0) (@ +e)(@+e)
Calcolando di qui il ds,* =dz,* 4 dy,® + dz®, si trova
(6) ds Cpratiz (a2_b2)2 (a2—02)2 ‘led(),g I'Ig2 d@igg Hg?’dg;;_g)
1 —_—

=@t @) @te)le Lo T Lo @ Lel

(*) Sopra un problema della teoria generale delle rappresentazioni geografiche
(Annali di Matematica, tomo III, 1869). Cf. anche Darboux, Legons ete. tomo III, pag. 47.
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Confrontando gli elementi lineari (5), (6) per due quadriche corrispon-
denti, si vede subito che essi stanno fra loro nella relazione caratteristica
che assicurano, secondo il. Dini (L. e¢.), la corrispondenza delle linee geo-
detiche.

5. Dimostriamo ora che i risultati precedenti si estendono subito allo
spazio ad »# dimensioni S, (euclideo) (!), fornendo cosi un semplice esempio
di spazi ad #» —1 dimensioni (quadriche), immersi nell S., che vengono a
rappresentarsi geodeticamente (e projettivamente) gli uni sugli altri.

Consideriamo nello spazio S, il sistema di quadriche confocali

xlﬁ .Z'22 ‘Z.ni
@ atetamtet " Tote— 1l

e diciamo @, @:,..9, le corrispondenti coordinate ellittiche; abbiamo le
formole
®) xl_2=(a.~+91) (B s s A i i (ai +04)

(@ —a) (i —as) .. (& — aiy) (& — @iy - (Gi— an)

AT 1 L
8* e
e Wk 2ai+e’

e quindi pel ds®=dz* - dz,* + - + dz,? la forma ortogonale

©) ds*=H,* do\* + H* dg,* + - H,2 d,?,

con

%) He=l1lei—@)(ei—0) .. (i — i) (ei— i) .. (0 —en)
1 (@tei) (ast o) -0 o0 o (n + @)

Eseguiamo ora la trasformazione projettiva data dalle formole
“= I V= 1 z;
10 =, Bi=m——= | = .
(10) L= M (¢=2,8..n)
dove le z sono le coordinate del punto trasformato.

Questa cangia il sistema di quadriche confocali (7) nell’ altro pure con-
focale :

371 2 2.1 .2

(109 T P —1.
) (tn—a) (a1+o)

Ora sussiste nell’'S, la Proposizione generalizzata di Chasles: Le tan-
genti comuni ad # — 1 quadriche del sistema confocale formano le normali
di un’ipersuperficie, e quindi inviluppano su ciascuna quadrica un sistema di

() I medesimi teoremi valgano del resto,
costante.

PIU In generale, per gli spazi di curvatura
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linee geodetiche. Tenendo fissa una Q delle n— 1 quadriche e facendo va-
riare le altre » — 2 si ottengono cosi tutte le geodetiche di Q. Di qui de-
duciamo: Sopra duwe quadriche corrispondenti dei sistems confocali pro-
Jettive (7), (10%) si corrispondono le linee geodetiche. La medesima cosa
segue anche da considerazioni geometriche analoghe a quelle svolte alla fine
del n. 2, La conferma analitica risulta nuovamente dal calcolo dell’

elemento
lineare

1.2

E:z =Zd§;‘.2 — Z aw doy doy
[ v

dello spazio trasformato.
Dallo (10) abbiamo

1w 2w _l_gM ££§
0k Z1° 0k den oy —o; Q0 x dor )’

e quindi, avendo riguardo alle (8%):

1"'"_@35‘.‘ 1 ‘ 1

e 2.n (al —_ a,) -Z'i2 }
—0r 201 4z:*{(artor) (ate) +zZ(al+Qk)(al+gl)(ai+ek)(ai+el)5‘

Ay ==

Naturalmente quando % ==/ deve risultare a;; =0, perche il sistema
confocale (10*) & un sistema n?'° ortogonale, la qual cosa del resto & facile
verificare, sussistendo 1'identita.

2.n (ai L3k al) Z.i? s :
; (@ = on) (@i +0r) L, per k<=1.

Per [ =/ abbiamo poi
2.
(

1 1 t a — ai) zi® g

LV P T PRNEPRE zl +§‘ (ai 4 on)?

==l

aygp —

ossia per la (8)

Tl e A 1 ‘ _2."7‘ (ai—l_ 91) (ai+92) AR (ai—l_gn) 1
G Tz +(’k)?(1 ‘,Z(ai—az) c(@—ai) (€= ain) . (@ — an) (a,-—i—gh)?;

Ora la quantita fra parentesi } { nel secondo membro eguaglia la frazione

(or— 1) (0r—02)..(0x — 0k—1) (0 — 0x+1) .. (0 — 04)
(a2 +en) (as +on) - - - (an+on) :

come si vede decomponendo quest’ ultima in frazioni semplici rispetto a gy.
Sostituendo poi nella (11) per 2,® il suo valore dato dalla (8) per 1 =1,

ne viene
—k2=(a1 — @) (0 —a5) - (n— an) e Cineng
(o) (m+e) .- (ate) " arten
RenpiconTI. 1903, Vol. XII, 1° Sem. 30

e
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Pel quadrato dell’ elemento lineare

ds*=> dz?
abbiamo in fine

H.® do,’

Z.z_(al—ag) (a1 —as)..(aa—a,) (H,® do,*
02

H,? do.*)
P (@t e) (@teo)--(@te) la For

s + dl‘{‘(’n’ ;

+

Da questa formola, che per » =3 si riduce alla (6), si trae la con-
ferma che su due quadriche corrispondenti nei sistemi confocali (7), (10%*)
si corrispondono le linee geodetiche.

Matematica. — Sulla nozione di gruppo complementare e
di gruppo derivato nella teoria dei gruppi continui di trasfor-
mazioni. Nota del Socio Luier BIANCHI.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

Mat:matica. — Sulle relazioni algebriche fra le funzioni %
di una variabile e sul teorema di addizione. Nota I del Corrispon-
dente ALFREDO CAPELLI.

Nel primo § di questa Nota, prosecuzione immediata della Nota pre-
cedente di cui si sono conservate tutte le notazioni, viene ulteriormente
discussa e semplificata, nel supposto delle caratteristiche intere, una formola
generale gid in quella stabilita per caratteristiche reali o complesse quali
si vogliano. Il secondo § & dedicato alla determinazione di tutte quelle
espressioni, di tipo- analogo a quello che si presenta nella formola fonda-
mentale ‘di Jacobi, che godono delle proprietd di essere invarianti rispetto
alla sostituzione ortogonale jacobiana. Dimostro come esse sieno tutte rac-
chiuse nell unica espressione generale:

[rs gd R (=P34 g o4 ],

Queste ricerche si applicano poi, nel terzo §, all'ulteriore semplifica-
zione della formola generale di addizione delle fanzioni & con caratteristiche
intere. Questa formola generale, che presentava finora 1’ inconveniente di
essere di forma guadrinomia, viene ridotta a forma binomia, pur mante-
nendo la completa gencralita delle caratteristiche.




