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Matematica. — 1 problemi di riduzione di Pfaff e di Jacobi
nel caso del second’ ordine. Nota del Corrispondente E. PascaL.

Una delle quistioni importanti che, quando intrapresi i miei studi sulle
equazioni ai differenziali di 2° ordine, io mi proponevo di trattare, era
quella della estensione del problema di Pfaff (1), che, come & noto, ha, nella
teoria delle ordinarie equazioni pfaffiane, un interesse fondamentale. Colla
presente Nota io mi propongo appunto di risolvere questo problema per il
caso del second’ordine, e di mostrare come, mediante le formole e i risultati
ottenuti nelle mie precedenti Note; la soluzione del problema venga ad
acquistare una grande semplicita.

Enunciero il problema, nel nostro caso, sotto la seguente forma: 77¢-
vare le condizioni perche esistano trasformazions di variabili per le quali
una equazione ai differenziali totali di 2° ordine si riduca ad una dipen-
dente da un numero minore di variabili, e trovare tulle le trasformazion:
per le quali si effettui questa riduzione.

Alla soluzione di questo problema giungerd per due vie, una diretta, e
I'altra fondata sulla teoria della trasformazioni infinitesime e sui risultati
all’uopo da me ottenuti in un'altra recente Nota presentata a questa stessa
Accademia (2).

Considererd infine, accanto alla riduzione che pud chiamarsi di Pfaff-
-Grassmann, perché da questi autori studiata nel caso del primo ordine, altre
due riduzioni, che si possono ambedue far corrispondere, in due diversi sensi,
a quella che alcuni chiamano di Jacobi (3).

1. Si abbia la forma

n n

U:—_—i__Xid“)xi—l—Z Zngdxid.xj
1=1 j

=1 j=1

e si voglia trovare una trasformazione
yi:qji(xlv""xn) ) (i=1.2,.-..72)

in modo che la forma trasformata U’ sia eguale al prodotto di una forma

() V. p. es. la prefazione alla mia Memoria in Annali di Matematica (3), t. 7.

(2) Trasformazioni infinitesime e forme ai differenziali di 2° ordine, Rend. Acc.
Lincei (5), t. XI, 1902, 2° sem., p. 167.

A proposito di questo lavoro & bene avvertire dell'evidente errore di stampa incorso
alla pag. 172; alla riga 16* invece di deve si ha da leggere non deve, e alla riga seguente
invece di & zero deve leggersi non 2 zero.

() Vedi E.v. Weber, Vorl. @ber das Pfaff’sche Problem, etc., Leipzig 1900, p. 161.
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in sole # — 1 variabili, p.es. %, ....%., e di un fattore finito contenente
tutte le variabili.
Indicando con Y, Yu i coefficienti della forma trasformata, dovra aversi

1) Y.=0, Yp=0, (=125 )
e inoltre
1 Y 1 Yy,

(2) Y_kaJ,.=Y_mDT/n=9’ (k=120 i n—1)

da cui, richiamando le espressioni delle Y per mezzo delle X, si hanno le:

T IR m
3) ?yn 93

WYM l: & sz A%
4 i =L = —_—
b D wy;"’--?— i3 g | 1=1:2,n—1).

(k=1,2,...n—1)

Calcoliamo ora i simboli (&), }k [ n{" relativi alla forma trasformata
e osserviamo che, per effetto delle (1), essi non sono altro che i primi membri
delle (3) e (4). Ma intanto ricordiamo che questi simboli si esprimono, me-
diante quelli espressi nelle X, colle formole (1):

O A BN e
phinf=3 [ Sht 2 |3 3 [ 3o |22

Wn WY Wn Wt

dunque, paragonando i secondi membri di queste con quelli di (3) e (4) e
scrivendo la prima delle (1) espressa nelle X, si hanno le equazioni lineari:

> Xy 2
J

Wn
D (£9) %1=9Xi, (=1,2,...n)
(5) ! i u,,l .
JZ%H% @:_QX“ (G ==wesmty)
72%?8]’%2’=9X»~s, (ris=2ig ko0 4

e a queste devono soddisfare le derivate rispetto alla y, delle antiche va-
riabili. La matrice di queste equazioni lineari & quella medesima da me
studiata nelle Note sopracitate e nelle altre in Rend. Ist. Lomb. (2), t. 35,

() Vedi la mia Nota in Rend. Ist. Lomb. (2), t. 34, pag. 1180, ovvero I'altra in
Rend. Acc. Lincei (5), t. XI, 1902, 2° sem., p. 105.
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pag. 835 e 875, e di cui ho dimostrata la notevole proprietd che la sua ca-
ratteristica & invariante per qualunque trasformazione di variabili. Essa & rap-
presentata nelle mie precedenti Note colla notazione M - (M) - JM{ -3 M.
Possiamo far vedere che la sussistenza delle (5) & condizione anche swfi-
ciente per la desiderata riduzione; giacché in primo luogo & evidente che
dalle (5) si hanno le (3), (4) e quindi le (2), e inoltre la prima delle (1);
resta percid solo a dimostrare che ne risulta anche la seconda delle (D).
Ora sottraendo le seconde e terze delle (5) si hanno le

PACDIE Mf L=0
donde
A i
SRl =

Ma per le formole di trasformazione del simbolo ((z %)) (1), il primo
membro di questa equazione non & altro che {(zh)) calcolato per la forma
trasformata cioé ((z h))', dunque si ha:

e v
((n b)) = = —Y,=0

donde, essendo gid Y, =0, resta Y;,=0.

Sia di caratteristica non maggiore di 7z, la matrice delle equazioni
lineari (5) cioé la matrice M - (M) - }M¢ + §3M§%, e sia allora §,...&.,¢
una soluzione del sistema (5), e formiamo 1’ equazione a derivate parziali

)
(6) Z 2 ek

della quale potranno trovarsi gli #~— 1 integrali indipendenti ¥, ... Yn— -
Scegliamo arbitrariamente una nuova funzione y, delle z, colla sola
condizione che sia indipendente dalle precedenti; la trasformazione

() Yi=9i(Z1-.-Tn) » =120
risolve il nostro problema, e ogni trasformazione che risolve il problema
deve essere di questa specie. Infatti i differenziali delle «z, ..., ricavati
dalle prime » — 1 delle (7) soddisfanno a

e G W

per effetto di (6), e quindi, introducendo la funzione y,, si ha che i rap-

(*) Op. cit.
Renprcontr. 1903, Vol. XI, 1° Sem. 5
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pOl‘th sono proporzionali alle & e percid soddisfanno le (5). Viceversa se

le (5) sono soddisfatte, lo saranno le (8) e quindi (6). Abbiamo percid il
risultato :

Condizione necessaria e sufficiente perche esista una trasformazione
per cui la forma data si riduca, a meno di un fattore, ad una conte-
nente una variabile di meno, ¢ che la matrice M - (M) - JM{ — )M
abbia cdratteristica eguale o minore di n. In tal caso una trasformazione
di tale specie si oltiene cercando una soluzione §1...8, o delle equagion:
linear:

X% =0

Z_(?]') §i=oX; (A=l 20n)
(9 d :

;ws L=oX; (=12, 1)

Dojragl=oXn (r Sss 1@ i)

a

¢ indi gli n—1 integrali indipendenti dell’equagione a derivate parzials:

of
10 e — 0
(10) 2 & |
Chiamando y, ...y toli integrali e costruendo arbitrariamente
una nuova funiione yn indipendente dalle precedenti, la trasformazione

(11) Y=g (@ .. z), (C=1,25 %)

¢ la richiesta; e ognuna di tal natura si ottieme in tal modo.

Sia » <z la caratteristica della predetta matrice. Colla trasforma-
zione (11) si abbia U= U,, dove U, non dipenda pilt dalla variabile e

La matrice relativa alla forma U, ha alcune linee di meno (quelle che
dipendono dall’indice #) e una colonna di meno (I'ultima); per un teorema
da noi gid dimostrato (1), quella matrice, che ha ora » colonne, ha la stessa
caratteristica che quella relativa ad U, cioé » < #. Ne deduciamo che es-
sendo di nuovo soddisfatte le condizioni espresse dal teorema precedente,
sard possibile una nuova riduzione e si ha U, =g, U, dove U, non conterrd
che solo » — 2 variabili, e cosi di seguito, finché ci riduciamo ad una U,_,.,
di cui la matrice corrispondente contiene solo » colonne e che percid, dovendo
avere sempre caratteristica », & diversa da zero. Allora non sard pili, per
questa via, possibile una ulteriore riduzione, e si sard cosl trasformata la U
in un'altra che, a meno di un fattore, dipenderd solo da » — 1 variabili.

(') Estensione di alcuni teoremi di Frobemius, Rend. Ist. Lomb. (2), t. 85, 1902,
pag. 875, § 1.
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Ciod: Se é v la caratteristica della matrice M - (M) - M§ - MY,
esisteranno sempre trasformazioni per le quali lo EQUAZIONE U =0 s;
trasformi in una con v — 1 variabili.

2. Vogliamo ora mostrare con quanta eleganza e semplicitd si pud
ritrovare il medesimo teorema del § precedente servendosi della teoria delle
trasformazioni infinitesime e dei risultati da me gia ottenuti nella Nota pre-
sentata a questa stessa Accademia e citata in principio.

Posto

U=0oU, =T

e ammesso che U, non contenga la variabile y,, si osserva che la U' am-
mette (nel senso della precedente Nota) la trasformazione infinitesima

R)
Y:o’(yl...yn)D——W.

Infatti il risultato dell’applicazione di ¥ ad U" @

P U
0 Wn

Intanto 1’ invariante simultaneo A e il covariante simultaneo C di U e ¥
(v. nota cit.), sono zero, come si riconosce a colpo d’occhio, dunque, potendo
affermare che le stesse proprietd sussisteranno fra la U e la trasformata,
nelle z, 5 della ¥, abbiamo che questa 5 deve essere una di quelle stu-
diate nell’ ultimo teorema della Nota citata e per la cui esistenza, come
sappiamo, & necessario e basta che la matrice M - (M) - JM¢{ - Mt
abbia caratteristica minore o al pit eguale ad 7.

Se dunque & possibile la riduzione di Pfaff, se ne deduce la esistenza
di una trasformazione infinitesima & di cui sono zero 1'invariante £ e il
covariante C e che lascia invariata U.

Viceversa dall'esistenza di una tale & si ricava la riduzione di Pfaff.
Giacché sieno # ...7n gli #—1 integrali indipendenti dell’equazione

(12) 5f=§§il’i= ,

RIS
formiamo una nuova funzione 7, indipendente dalle precedenti e consideriamo
la trasformazione
(13) yi=gi(2:... %), 152 )
Qo la trasformata della U ha per coefficienti le Y, poiché la trasfor-
mata di & sard del tipo

Z l:gl
% I8 Wr  WYn ;
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dovendo essere zero 1’ invariante £ = E 7k Yi, ne risulta
k

e dovendo inoltre essere zero tutti i coefficienti di

C=D> Cedpp=3 [; ((hk)) nh] dyn,

ne risulta
(&) =0
cioé
33-7'71
T e Yﬂ =iy
Wk : 0

donde, essendo gia Y,=0, si ha
Ynk — 0 .

Dunque la U trasformata, cioé la U’, non contiene termini differenziali
in y,. Si pud far vedere che il rapporto degli altri coefficienti & indipen-

dente da y,; giacché dovendo la 5 essere una trasformazione che lascia
invariata la U, sard

R
s 7 ’
7 W A
cioe
n—1 DY n—1 n—1 DY;
¢ A — L dy;dy; = o U
S PO IR 2 5, idn=e
donde
2Y; DYij
el PR A i S
Gbyn R T € B

cioé si hanno relazioni come le (2) del § 1, le quali mostrano che la U’ &
eguale al prodotto di un faltore finito, dipendente da tutte le variabili, per
una forma nelle sole 7, ...7,_,. Abbiamo dunque:

Perché sia possibile una riduzione di Pfaff per la forma U del se-
cond’ ordine, ¢ necessario e sufficiente che esista una trasformazione infi-
nitesima che lasci invariata la U ¢ di cui sieno zero Uinvariante A e il
covariante C.

Ricordando il risaltato, relativo a siffatte trasformazioni infinitesime, da
noi ottenuto alla fine della Nota: Zrasformazioni infinitesime ¢ forme ai
differenziali di 2° ordine (Rend. Acc. Lincei (5), t. XI, 1902, 2° sem.,
pag. 167) il precedente risultato coincide con quello ottenuto nel § 1.
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E bene osservare che con questo teorema si viene a dare un significato
notevole al primo membro dell'equazione (10), donde nel § 1 si ricavava la
trasformazione (11) colla quale si ottiene la richiesta riduzione. Quel primo
membro non & altro che la 5 di questo paragrafo, cioé:

Per costruire la trasformazione che ¢ffettua la ridusione di Pfaff si
devono cercare gli n— 1 integrali indipendenti y, .. .y,_, della equa-
gione Bf=0, il cui primo membro ¢ una trasformazione infinitesima
di cui sono zero A ¢ C, ¢ che lascia invariata U, e indi procedere come
nel teorema del § precedente.

3. Ricerchiamo ora 1’ estensione della cosiddetta riduzione di Jacobi;
vogliamo cioe trovare le condizioni perche la forma U si possa trasfor-

$ mare in
U=0,+do=T"

dove U, non contenga la variabile Yn, € @ contenga invece tulle le varia-
bili ; insieme vogliamo trovare la pin generale trasformazione che effetiui
questa riduzione.

E facile riconoscere che aggiungendo ad una forma un differenziale se-
condo esatto, i simboli (¢j7) , J5 74 , }4; 7} restano inalterati; dunque quelli
relativi ad U, saranno eguali a quelli relativi a U'; ma i simboli (¢ #),
jint , Jijnl relativi ad U, sono zero, perché U, non contiene Yn, dunque
lo saranno anche quelli relativi ad U’; indicando percid questi ultimi cogli
apici, abbiamo

(En) =0, ¥n=0,, ijn=0

per tutti i valori di 7,7=1,2,...%.
Ricordando intanto le formole di trasformazione relative a questi sim-
boli (v. la citazione fatta al principio del § 1) si ottengono le equazioni:

o N o 0y s
(¢n) =Z§(/‘S)T‘/j%—0 {
AL 2, 2w, _

@ fio —TTpa

g =3 3 o IS Sy g 2 220

Wi i VYn Wi Y Wn

Dalla prima di queste, facendo variare ¢ da 1 ad #, ed osservando che
deve essere naturalmente diverso da zero il determinante funzionale delle z
rispetto alle y, si deduce

(15) E(H)%=0’
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e con simile procedimento dalle seconde delle (14) si deduce

(16) Dijrata —q

s WYn

per cui dalle terze delle (14) si deduce infine in simil modo:

Vs

17) Z;mqﬁzo.

S

Le (15) (16) (17), di cui la matrice dei coefficienti & (giusta la notazione ado-
perata nelle Note succitate) la (M') 4~ JM'{ -~ J{M'{{, sono condizioni zeces-
sarie perché sia possibile la richiesta riduzione; esse sono anche sujficienti.
Giacché da esse seguono le (14), e percid anche le (7)) = 0; quindi,
chiamando al solito Y i coefficienti della forma trasformata, si ha

Al iolly ol e
D?/n Dy;
e ponendo
RI%
Yn dy = ) Yn .
Sray=¢ .

si ha, integrando:

= R i
1i= g)"'_zi(yl’---?/n—l) ) Y.ni=—qJ

Wi Wi WYn’
e indi da
o )Yi' 2 in R in g n
i e Gl o 5y,
WYn Yj i Yi WYy
si ha infine:
R
Y iy MjJrZu(yn yoo e Yn)

e percid la U trasformata ha precisamente la forma richiesta.

Colle stesse considerazioni che nel § 1 si ricava pertanto:

Condizione mnecessaria e sufficiente perché sia possibile la ridusione
alla, forma U =T, - d*¢ dove U, non contenga la variabile Yn, € Che
la matrice (M) 4-3M't 4= 3M'{¢ séa zero, cioe abbia caratieristica minore
di n. Soddisfatta che sia tale condizione, per ottenere una trasformazione
che effettui la indicata riduzione, si scelga una soluzione &, . .. &, delle
equazioni linears

D (rs) &=0
(18) D insl 50

8

D irtsiE=0

|
|
|
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e si formi Uequazione
(19) E’fEZESB—/=0

di cui si cerchino gli m — 1 integrali indipendenti y, . ..Yn; con una
nuova e arbitraria funzione Y, indipendente dalle precedenti, si formera
allora, nel modo solito, la richiesta trasformaszione. Ogni trasformazione
di tal natura dovrd potersi ottenere nel modo indicato.

Si potrebbe anche qui ritrovare questo stesso risultato, coi principi della
teoria delle trasformazioni infinitesime. Ci limiteremo perd solo alle seguenti
considerazioni: la trasformazione infinitesima 5 ho il covariante C eguale
@ zero, perchd sottraendo le due prime delle (18) si ha

(20) Z ((s7) &=0

e il primo membro di questa non & che il coefficiente generico C; della C.
Inoltre per la formola (8) della mia Nota citata Trasformaszioni infinite-
sime ete. (Rend. Ace. Lincei, 1902, 2° sem., pag. 167) si riconosce che

(21) B U=d4,

—4

cioe E' ¢ una trasformasione infinitesima che applicata sulla U la riduce
al differenziale secondo esatto dell invariante A .

Ora ¢ evidente che la trasformazione finita ottenuta nel solito modo,
indicato alla fine del teorema precedente, da una &’ avente queste due pro-
prietd, effettua sempre la riduzione richiesta; in effetti da queste due pro-
prietd possono sempre dedursi la sussistenza delle (18), ovvero delle (15),
(16), (17) e quindi procedere come si é fatto di sopra. Onde:

Per esistenza di una trasformazione che effettui la riduzione di
Jacobi estesa al second ordine ¢ necessario e basta che esista una trasfor-
mazione infinitesima 5 di cui sia zero ¢l covariante C, mentre si abbia
g U=d4d.

4. Tratteremo infine brevemente del caso in cui si voglia trasformare
la U nella somma di una forma con sole » — 1 variabili e del differenziale
primo di una forma di primo ordine:

(22) U=T,+d (Z Z; dy,-) =T
1
Osservando che i simboli {7/} e }¢j A} relativi ad U, sono gli stessi

che quelli relativi ad U’ e che quelli, fra questi, nei quali 1'ultimo indice
& n, relativi ad U,, sono zero perché U, non dipende da 7x, si ha:

(23) in=0 , Yjni'=0
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= 0
donde, come al § 3, si deducono le equazioni (16) e (17) di cui la matrice
dei coefficienti & JM'{ - }M’{{ .
Le (16) e (17) sono viceversa swficienti perchs la U si riduca alla
forma (22); giacché da esse si deducono le (23), e quindi, indicati al solito
con Y i coefficienti di U’ e posto

Y,=T 4 Z (Z'=1,2,...7I.—1)
Yn=Zn

dove le T sono delle arbitrarie funzioni delle sole g, . ..y,_,, da jin{'=0

si deduce
1 /(3% |, V2,
e

e da jijn{’ =0 si ricava

DY e e O LY,

Wn W, Wi Wi Wi
1™ 2 (¥ Z;
2% (o 3

r _om o 1(3%: |
l”_Tﬁ"i(vw i vy.-)

donde

dove le Ty sono indipendenti da y,; percid la U ha la forma (22).
Formando la trasformazione infinitesima

i cui coefficienti & soddisfanno alle sole equazioni

<Z;rs§§s=0
(24) 223”85§s=°’ :

si ha evidentemente una trasformazione che applicata ad U la riduce a

(25) &' U=d*4—2d(

(v. formola (8) della mia Nota citata nel § 3), e quindi, ragionando come
nel § precedente, abbiamo infine il risultato:

Perche esista una trasformazione che riduca la U alla forma (22), in
cut Uy non contenga la yn, é necessario e basta che la matrice }M'§ - }}M'{
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abbia caratieristica minore di m; se ¢io si verifica, tutte le trasformazioni
della specie richiesta si ottengono cercando le soluzioni di (24), indi
gle m—1 integrali indipendents 4, ... Yo di B'f =0 e assumendo quest
come nuove variaoili insieme ad una nuove Y., funzione arbitrorie delle z
ma indipendente dalle altre y .

La trasformagione infinitesima B applicats ad U la riduce a
d*4 — 2dC, e ogni trasformazione infinitesime di tal natura risolve il
problema.

Fisica matematica. — Campo elettromagnetico generato da
, una carica elettrica in moto circolare uniforme. Nota di G. Pic-
! cIATI, presentata dal Socio VOLTERRA.

Si consideri un dielettrico indefinito impolarizzabile ed in quiete ed il
campo elettromagnetico generato da una carica elettrica 7 in moto circolare
uniforme.

Indicando le componenti della forza elettrica con X, Y, Z, e con L, M, N
quelle della forza magnetica esse debbono esser .soluzioni del sistema

LIX_dM_ dN dL _ d% _dY
dat dz dy’ dat dy dz’
dY dN dL dM dX dZ
@ vod T S @) =
WdZ__dL_dM. JON_dY dX
dt_ .dy . dz’ dt ~ dz  dy’
e delle due
dX |, dY |, dZ dL , dM | dN
(I1I) %-i-d—y-i-d—z—-O, v dx-l-dy-l-dz—O,
essendo A 1’ inversa della velocitd della luce nell’etere. Lo X,Y,...,N |

soluzioni del sistema (I),...,(IV) debbono presentare una singolaritd (va-
riabile con ¢) nel punto occupato dalla carica, ed esser nulle all’ infinito

come 7% almeno (7 =z*-} y”—]—'z’). La determinazione diretta di questi

integrali non si presenta né facile, nd agevole; invece si perviene immedia-
tamente alle loro espressioni facendo uso dei potenziali ritardati, ed appli-
cando un metodo generale dato dal prof. Levi-Civita (1), il quale permette
di determinare in ogni caso il campo elettromagnetico dovuto al moto di

(1) Sur le champ électromagnétique etc. Annales de la Faculté des Sciences de
Toulose, sér. IIL, t. IV, 1902. 2

Renprcontr. 1903, Vol. XII. 1° Sem. 6




