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Matematica. — Sulla costruzione dei simboli a carattere
ivariantivo nella teoria delle forme differenziali di ordine qua-
lunque. Nota II del Corrispondente ERNESTO PAscAL.

Nella teoria invariantiva delle forme differenziali di una determinata
specie si presentano sempre certe espressioni, pit o meno complesse, formate
mediante i coefficienti della forma e le loro derivate, e che hanno un' im-
portanza fondamentale, tale che pud quasi dirsi che & intorno ad esse e alle
lovo relazioni che si svolge e si aggira tutta la teoria. Cosi, per le forme
pfaffiane tali espressioni sono quelle che si rappresentano col noto simbolo
(¢/), per le ordinarie forme differenziali quadratiche esse si riducono ai
simboli di Christoffel, e infine per il caso piu generale delle forme diffe-
renziali di 2° ordine, esse sono state da me trovate e studiate in vari sensi
nei parecchi lavori che ho su questo argomento pubblicato negli ultimi tempi.

La presente Nota, che fa seguito all'altra da me pubblicata recente-
mente in questi medesimi Rendiconti ('), ha per iscopo di costruire e stu-
diare siffatle espressioni per il caso generale delle forme differensiali di

m'v//m' ////(1/.\’,«",\'/.

(1) Rend. della R. Ace. dei Lincei (5), t. XII, 1903, pagg 325-332.
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Oueste espressioni, nella loro totalitd, si rviproducono con una trasfor

| 1 ) she san) y pin sobto, od o percid che
mazione di variabili, in un senso che sard visto | 1 |
' 0 8 1 ca : ariantivo, come ho
td, le chiamero s ‘ ome he

io, per comodi
fatto nel titolo di questa Nota.

1. & N Pel [lll\\‘\‘«lt‘l'l‘ con ordine
e per maggiore chiarezza @ comoditd di locuzione distingueremo due ocate
di simboli, e ciod quelli che chiameremo /i, e quelli ehe chia-

meremo §

Nel caso del secondo ordine sono § S lar? quelli da not rappre-

ntati colle parentesi doppie ( )). @ sono 7 /i quelli rappresentati
2 1 Juest imi poi 11 distingueremo 1n due .\I)"l'i(',
con ) { ¢ el > ¢
[n quest me dice il titolo, si tratterd pertanto di estendere
questo o L1( 1 0
- ‘ di ordine qualsiasi, la definizione delle parentesi
'1 oD ¢ hanno per nostro caso un' importanza assali maggiore che non
) 1 ) d S 1d 1111¢
in oent
=X
(1) ( == 3 =2
RN AT X i
—= = N7 L 0 G
—2 X ‘ R
; gy PO
-+ (—1)™ X;
1 . eotd di si riconosce agevolmente; nella seconda linea

vat 1 ‘~'.‘1..J‘ — l 111 tutte 11_‘ ‘ son § (,\' — 1 y _). Yese %)
nella terza compaiono le deri-

2y di tutte le X ... j ;. rispetto a tutte le z 1 cui indici
le cosi di seguito.
E "-':‘1»::‘*.'."!17 bolo mmetrico sia nel gruppo dei primi
L gr 0 ( eCONUL ]y «vv ]y

1lle volte per ricordare che é cogli elementi X che si

caleolato il predetto simbolo, scriveremo ((7,...72, Jy..- Ji))x . Inoltre
— () mntamo (| : - ,l?:X‘

riconosce subito che ha identlicamente :

(2) st m) =——"(("513 5 o f 1)) = (Fr ey T s DN ks Timmb))

(3) ((Zy=-25 31 ]m))= (1o By=1 3 J1 o+ Jm)) — ((Z1 s Byt o Tk oo Jm 24))
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di cui pero la (3) ¢ in sostanza la stessa della (2) quando vi si faceia uno
spostamento di termini e un mutamento di nomi agli indiei.
[l secondo membro della (2) & di una formazione analoga a quella della
(1) per m==1; propriamente se in luogo degli elementi X, consideriamo

oli elementi

ZIt eIt (B Sy iy o i)

Dk«

il secondo membro di (2) non & che il simbolo

((Z1he> Iy y Jm))z
formato cogli elementi 7 .
Riapplicando la stessa (2) si ha:

(T N ) = (s ) ==
' ’ Oj—y Ly
d ! 8 . 0
= — (¢4 oo & s J1 oo Jnme)) — 5 — (02

N

I e =) ST

—+ (1 -« & Jmmr Jmm s J1 ooe Tm=2))
e il secondo membro non e altro che
(71 .- &y Jm=1 Jm))z

quando questo simbolo si calcoli prendendo per elementi, anziche le X. l

AR (l/"l e s J1 e )i

Wk <
Cosi in generale si ha 1" importante risultato che: zl simbolo

(S = ))x

e (‘.1/111//(’ al ‘\'/‘//1//0//)

({(ucoatd s ./‘”’—“*l o dm))z
calcolato, anziche per le X, per le
Z I = ((hE ..., i ) )

Cosi un simbolo (1) di cui il gruppo dei secondi indici sia formato
. A me Sin ) Ul
di m indici, si pud rappresentare (e wn vart modi) come simboio i cur

il numero degli indici del secondo gruppo sia minore di m.




Q=
—_— o) -

La considerazione fatta per la (2) pud ripetersi per la (38), che p. es.

riapplicata ancora una volta, da:

) — (81 o tymg s J1 oo Jn B21) =

—+ (81 o« By—g 5 1 oo Jin By—1 1Y),

i1 eul il secondo membro & ((

vvero, pilt generalmente, ¢ anche ((/u—csy ... s fy=1 #y))r calcolato per gli

Il indiei 4,4 ... sono al solito i variabili, mentre

altri s1 intendono fissi per uno stesso sistema di elementi T.

g le possiamo dire: $ lo ((Zy -2y 5 71 o Jm))x S pud anche
((7m—s+1 oo g v=t+1 - 2y))r Caleolato
X
T - = -ty J1 Jm— hA )
Ponend = 0, osservando che allora ((¢,..42, j; ... 7 ))x diventa
X : applicando il precedente teorema per s =10, e /=1. s; ha la
- X : P
(4) X e (¢ 0))
) Ciy
-+ S — (B2 ) ) — = A s = (0 e )

love le S hanno il significato operativo gia stabilito alla precedente Nota,
cioé S;, significa che bisogna permutare z, €on Z,...7, e pol sommare i

risultati, S significa che bisogna permutare 7, 7, con due altyj qualunque

deg

I1 altri indici e poi sommare tutti i risultati. e cosi di seguito
5

Costruzione dei simboli primecipali. — Di simboli prinecipali ne con-

~1-]w1.;rv;m,~. due specie; 4]“-'“,‘ di prima specie li rappresenteremo colle pa-

rentes1 rotonde ordinarie, a quelli di seconda specie colle parentesi ;z

|
|
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Porremo :

@)=, )—(7,9)
o | Ghi b+ (7,5

, (ehkj)=((Chk,))—((j,ihk))
e invece
e jt=((,))+(J,9)

\ Jihjt=(Gh,J) —((j, k)
( Vhlkjl=((chk,))+((J,ihk)

(6)

e cosi di seguito con una legge semplice ed evidente.

[} da notare che il simbolo ora denotato con (zhj) élo stesso di quello
che nella teoria delle forme di secondo ordine era stato da noi denotato con
yehjt; qui abbiamo dovuto mutare la notazione per porre quel simbolo di
accordo colle notazioni adottate per gli altri.

Sviluppando i (5) si vede che essi risultano formati mediante solo le
derivate delle X, e in essi non compaiono mai le X non sottoposte a deri-
vazione; invece nei (6) comparisce sempre un termine in cui c¢' & la X avente
per indici tutti quelli del simbolo stesso, e non sottoposto a derivazione.

Per una [forma differensiale di ordine r, di simboli principali di
1% specie (i(5)) ne esistono sino a quelli con r -1 indici; di simboli
principali di 2% specie (i(6)) ne esistono fino a quelli con r indici.

Se da una forma differenziale di ordine » si passa ad una dell ordine
71, si viene ad introdurre una nuova categoria di ciascuna delle due
specie di simboli, e ciod i simboli di 1° specie a » -2 indici, e quelli
di 2® specie a » -1 indici.

3. Formole di trasformasione dei simboli secondari. — Passiamo ora
a ricercare le formole di trasformazione dei simboli e cominceremo natu-
ralmente dai secondari, perché da esse poi immediatamente si troveranno
le altre.

I1 risultato importante cui giungeremo é il seguente:

Il simbolo ((fy ... by, &y ... kis)) si trasforma esatlamente come 8¢ tras-
/‘U/'N?l /'(’/J/Ib’ /'/ /l/’fl//!)//() X)., e hp X}n e ko *

Indichiamo con ((/, .. , Ay ... )) 1 simboli secondari calcolati per i coeffi-
cienti trasformati Y dati dalla formola (7) della Nota precedente, e ricer-
chiamo prima la formola di trasformazione per il caso particolare in cui il
gruppo dei secondi indici del simbolo sia formato di wz indice solo.

Si ha:

Vi g

).I/ﬁon

(e ) — Y o nprr
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[ termini per m =1 della seconda riga si distruggono con quelli pe

=1 della terza riga, come ¢ facile riconoscere; quelli per m =2 ,3 ..., u

della seconda e terza riga, in forza dell identitd (15) della Nota precedente

si riducono a

Ora essendo X simmetrico negli indiel, si pud porre il simbolo di
perazione S;,, avanti la X, e inoltre evidentemente

7/
o
7

nde. 1 lo in m -1, 1'ultima espressione pud scriversi:
= _ o ‘

(8) =N N X _Ojmer ( /1 Jr )
—— Ths Yhu+1 Ay .. /2‘,

ogna pol ancora sottrarre il termine che risulta dalla terza riea di

(7) o — u + 1 I ta puo, come @ facile vedere, pnr\i sotto

Y g bhe d m = . Raccogliendo percido la prima

ga di (7) colla (R) estesa da m =1 ad m = u, e chiamando rispettiva-
mente 7 ¢ oli indiel «1 @ hu,y, st ha infine:

(9 (] """'/"":ii_ N bi((Fgras ”(//) (//1//)
C./.conr \ L2 O

1 oo

Passiamo ora alla formola per il caso generale in cui il gruppo dei

secondi indici sia formato di pitt di uno.




Dico che s ha in generale:

e

(10) ((hye-h eyrdea)y =S

N L jl..._/',,,) z‘,...z's)
2 .,T.,\(('/]' Tmala "“))(/zl.--/&;l. ,,_,/(/;l,,,/,q e

i

3
1""m

1J

formola che per o =1 si riduce alla (9), e che noi dimostreremo per in-
duzione facendo vedere che se essa si verifica per o si verifica per o - 1.

Serviamoci della formola (2) che scriveremo:

(11) (B oo gy B v g )Y == (Bt oo Py B e Bea)) — (P oo P B By o o))

QY 1

e calecoliamo il secondo membro di questa espressione mediante la (10) che
vale, per ipotesi, per ciascuno dei termini di quel secondo membro, perche
in essi il gruppo dei secondi indici & formato da o indici.

Otteniamo (tralasciando da ora in poi, per brevita, di segnare gli in-
dici 2,y in basso alle parentesi che figurano in (10))

el — P s ’ i , Ts+1 ./Vl -~-J‘m) G1ieee U
ShonE 0y L )
\ M= §=1 j, o dp by g )-L':,H(Ul. TR ( ke (/‘1 e P (/"l ,,./,',,) iz

2 TR R inkeestPim \of 4 Cniz- O |
(12) (+2> j i ((Fr oo Jin » G100 55)) - [(hl_“ 11)(//)]

a
|

/ m=1 s=1 JitIm Y ts
B+1 GO el d 1 3 / {
N N N ((j, i Z.‘...[:\-))(/]”.jm,)( 1 \) :
=1l =1 -’n‘_’-m in'—"_’; VA /tl /1:1 " /A.l /(7

Ora per m =1 la seconda e terza riga da:

i\ o

INPSENC « ] A e T
1 N e b N \’ _( 15l )
== (7121 oo 7)) (/11 /1&-‘- Wk & ... ke

1o bs

AL 5 ) e I )
N (/L, ver B (/1, wohy k)

: Y R 4 4
Se s =1 possiamo ancora scrivere ): oy ©
. L

i

osservando che

s> 1, mediante la formola (15) della precedente Nota, seriviamo invece:

D [ A ) o e t% )_1 g, /}) Btads 1',-_1)
Dk (/.'l o (/. ke It S (/f (/ﬁ RN

V] eee
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\s‘:\\’

: 1
e quindi abbiamo (os.\or\:\ndo al solito che 8

Se poi & m > 1 allora, sempre mediante la (15) della Nota precedente,

possiamo serivere (per § > 1):

per s=1 una formola simile priva perd dell’ ultimo termine; per cui la
second oa di (12) da m =1 sino a m = u danno (aggiungendo
1in1 (13)):
NN N I WE /x
— —_— \ 1 / /
== i o

B A L

A questi termini bisogna poi aggiungere ancora quelli della prima riga
12) 1 mutamenti di 1n licl, seriveremo cosi:
i) Y ¥ 3 2 ¥ g e oY
—— = — " /i (M ’] /,'
.onda rica di (14) mutando m in m - ins—1.e
) 1 1 luogo di (") F:




Ora i termini dell' ultima riga di (14), di (15) e di (16), estendendo i somma-

W
tori da m =1 ad m = (cioé serivendo (16) sotto la forma — > - \‘)

m=1 25
o da s=2 ad s=o danno per risultato zero, perché si raccolgono col

fattore

— ((J e Jm 1o ts1)) — ((F1 o Jm sy %1 oo €61)) — ((J1 - Jim > B2 oo %5))

che & zero.
Resta quindi (ricordando che bisogna ancora scrivere la terza riga di
(12) per m =p -+ 1):

3 AT s (R IRNGTE)
3,3 3 Geiminn i) GG )
+3,3, Z o GGG TE)

—\— -\._ \_ (G =% Juires 1 e 25)) (;Z‘l //[1:/1) (/r: // !

I termini della terza e quarta riga si distruggono fra loro, come si
vede mutando nella quarta riga s in s— 1, ponendovi z, al posto di ju+, . e
tenendo conto che é identicamente

P .o Rl Iy o ]‘l* k)

I termini delle due prime righe, mediante la solita identitd (15) della
Nota precedente, possono combinarsi a due a due, e scriversi:

¢ u questi termini bisogna poi infine aggiungere quelli della prima riga
di (14). Ora si vede che (17) & cid che si otterrebbe da tal prima riga
di (14) per s=0 -1, quindi il risultato finale che si ha & che il primo
membro di (11) si esprime con una formola come la (10) ma mutandovi
o in o - 1. Resta cosi, per induzione, provata la (10) medesima.

Renprcontr. 1908, Vol. XII, 1° Sem. 19
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Ricordando poi la formola (7) della Nota precedente, ed osservando la
(10) resta senz'altro anche provato il teorema enunciato al prineipio di
questo paragrafo.

{. Formole di trasformasione led simboli princip 1. — Servendoci
delle formole (5), (6) e della (10) siamo ora finalmente in grado di scrivere

le formole di trasformazione dei simboli principali di prima e seconda specie
] |

S
(18) ( ) =N
i / € S fern il secondo membro i simbol prineipali
] specie ¢ qu see la, ¢ ultimo termine sara percio:
(7. )‘ i \’ se w é dispari
1o M
) ( 1
3 : g se w é pari.
. ) J i 1
1 oee /oy
<
19)
)
essendo L ullimo

e | o¢ ///'.\‘/////‘z
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Da queste formole e dalle precedenti appare che i trasformati dei sim-
boli secondari si esprimono mediante combinazione lineare degli antichi
simboli secondari, e lo stesso fanno per conto loro i nuovi simboli princi-
pali mediante gli antichi, ed & in tal senso che hisogna intendere il carat-
tere invariantivo della totalith dei simboli, secondari e principali, al quale
abbiamo accennato nell’ introduzione.

Servendosi delle precedenti formole di trasformazione, da me comuni-
categli, il dott. Sinigallia (*) ha potuto ora dimostrare 1" invariantivitd delle
saratteristiche delle matriei costruite con i simboli principali relativi ad
una forma differenziale di ordine », estendendo cosi un risultato che per il
second’ ordine io avea trovato in precedenti lavori

5. Simboli relativi alle forme differenziali di primo ordine e di r™°
grado. — Se immaginiamo eguali a zero tutte le X di cui il numero degli
indici sia inferiore ad 7, che & 1 ordine della forma differenziale, yuesta
acquista il tipo di una forma differenziale di primo ordine e di 1™° grado,
mentre d'altra parte & evidente (vedi le (7) della Nota precedente) che le
poste relazioni costituiscono una totalitd di relazioni di carattere inva-
riantivo.

I simboli principali, da noi sopra introdotti in generale, diventano in
questo caso una pitt diretta, ma naturalmente meno ampia, estensione di
quei simboli che per le forme differenziali quadratiche vanno sotto il mome
di Christoffel. I facile riconoscere che i simboli principali che non si annullano
identicamente sono allora solo quelli contenenti il massimo numero di indici,
cioé » -1 indici se di prima specie, e 7 indici se di seconda specie. Questi
ultimi si riducono eguali rispettivamente ai coefficienti X stessi, mentre gli
altri, che vorremo, per analogia colla notazione adottata pei simboli di

Christoffel, indicare col simbolo I:J' 'Z'_'j":|. risultano

A W, Vi AL,

['1 ..._/,-:l e AR CRK it T . Rk o
; S —

Le formole di trasformazione per questi si potrebbero ricavare come
caso particolare da quelle del paragrafo precedente.

Matematica. — Sulle superficie geodetiche in wuna varieta
qualunque e in particolare nelle variety a tre dimensiont. Nota
del Corrispondente G. Rrccr.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

(') Rend. Ist. Lomb. (2), t. 36, 1903.




