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essendo le A forme lineari di dimensione » fra loro indipendenti, quando
(o solo allora) considerandu tutti i sistemi lineari della forma

XD A X - 4, X2 =0

essi comprendono tutte le V, cioe, ricorrendo all'anzidetta rappresentazione,

quando (e solo quando) gli S;—, che sono /-secanti della M riempiono S,, .

n(n—-3)
9

Abbiamo nel caso attuale »r=2, m = ela M e di or-

dine #2. Si tratta di vedere se accade che gli spazi determinati ognuno da

(n—1) (- 2) 7 : : 4 :

ﬁ]k‘;}i——lr L punti della M riempiono S, , dove 7 deve avere un
)

valor tale che il numeratore riesca multiplo di 6, eioé uno dei valori 0, 4,

e noi diremo che deve avere il valore 4¢ (e=0,1). Gli spazi in discorso

(1) (n 4 2) } 4e

Q

t—]—l)(n—{—'l)«}—-!&_l

formano un'infinitd di dimensione quindi, essendo

ciascuno di dimensione contengono complessiva-

z . n TR S AT : w(n— 3)
mente un numero di punti la cui infinith & di dimensione —,L -+ 2¢,

cosicchd parrebbe che per ogni punto di S, ne dovesse passare un numero
finito 0 oo ? secondo che & e=0, e= 1. Senonché sappiamo gia che per
n=—2 . n—4 non & questa la conclusione cui si arriva, giacche in questi
casi per ogni punto di S,, per cui passa uno degli spazi anzidetti ne passano
infiniti, cosicche nessuno ne passa per un punto generico.
(7 + 1) (n + 2) —i— 4¢

O

1

Prendiamo uno dei nostri spazi di dimensione

: (n 1) (n - 2) | 4e e . : :
determinato da (lk—*_("‘—}_I punti di M e vediamo quanti sono gli
)

spazi congeneri che lo incontrano in un punto. Ricorrendo alla rappresenta-
zione di M coi punti del piano, abbiame che all'S scelto, cioe all infinita

e : n—+1) (n42) —2¢ o e .

di dimensione ——— 5 — 1 di iperpiani passanti per esso, cor-

: o O A \ - (n1) (n 2) -+ 4e

risponde 1 insieme S’ di altrettante C" passanti per gli r’*'l_*_i#
)

punti del piano che corrispondono a quelli scelti sulla M. Se quell'S ed un
altro S, s incontrano in un punto, essi appartengono ad uno spazio = di
n-=1) (n—+ 2) | 4e (n 1) (n -} 2) - 4¢

| LAY lime s MR s T e O Che @ + - | I

dimensione ~——— = s se-
[}

)
)

SN i e e =t \ ? 1) (n 9) — 8¢
cante della M, al quale, cioé allinfinitd di dimensione !Lid—”—t ———

di iperpiani passanti per esso, corrisponde un sistema =" altrettanto infinito
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) { (n 1) (2 3) - de¢
di C™ passantl per gli ———

o

punti del piano corrispondenti

a quelli in cul la M ¢ segata da X. Ma siccome un siffatto numero di

punti, se essi sono indipendenti, determina un sistema di " di dimensione

—+ 1) —+ 2) — 8¢ . T
e L) | — 1. cosi vuol dire che =" ha la sovrabbondanza 1. Ora
18}
) 3 n-1) (n-2) -} 4¢
per =2, 4, 5 il grado di un sistema di C" passanti pnrk . ! ‘

punti & rispettivamente 0, 6, 11, cio¢ maggiore di 2p — 2 (essendo p il
genere), percid per un noto teorema (') il sistema e regolare, il che prova

- : (n 1) (n - 2) -+ 4e
che in siffatti casi non vi sono spazi = di dimensione ‘ —! } —3

—+ 1) (n 4 2) + 4 . o
——————————— punti. Anche per =23 non possono

o

punti in modo che le cubiche passanti per 7 di essi passino di

he per 1'ottavo. Dalle considerazioni che ora faremo, s'inten-
leranno esclusi questi casi.
(1) (n+ 2) - 4e

Ogni = passante per un S incontra M, oltre che nei ———
: O

- ¢ i (1) (u i i 2) —‘L- \
punti che questa ha in comune con S, in altri ————————— punti
O

1 quali determinano un S, della stessa specie di S e ad esso incidente. Se

lei = passanti per un S generico ¢ uguale alla dimensione di questo

aumentata di 2e, vorra dire che per ogni suo punto generico non puo passare

un numero o* ( oo® = numero finito) di spazi S,; in altre parole si ha

allora che per ogoi panto (generico) di S,, per il quale passa un S passa al

pil un numero = ** di spazi siffatti, quindi gli S riempiono S,, e percid la

=5

rica di grado » e rappresentabile mediante la somma delle

(7?—I|A,—'_'|f,|,.

- forme lineari.

18}
Il fatto di essere 1" infinitd dei = passanti per un S generico uguale alla
aumentata di 2e, avverra quando nel piano 1 infinita
(2 41) (24 2) 4 4e y
O ——— il

dei sistemi =" formati dalle C" passanti per
O

- (n—+1) (7 -+ 2) 4+ 4e ;
rici sia uguale a . ‘ — 1 4 2¢.
D

P.e. per =7 (¢=0) si abbiano 12 punti generici ed un sistema 3

di curve C7 passanti per essi e per altri 12 punti in modo che il sistema

(dotato di 24 punti base semplici) abbia la sovrabbondanza 1. Allora consi-
derando la cubica determinata da 9 dei primi 12 punti, una quartica che

(') Segre, Sui sistemi lineari ecc., Rend. Circ. mat. di Palermo, t. I.
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passi per i secondi 12 e per 2 dei rimanenti 3 passa anche per il terzo,
dovendo ogni C7 che passa per 23 dei punti dati passare anche per il 24m°,
Si vede subito di qui, variando convenientemente i 9 punti che si sono scelti
per determinare la cubica, che i 24 punti base di 2’ trovansi sopra una
quartica; siccome poi per questi passano sempre delle sestiche ('), cosi risulta
che essi sono la completa intersezione di una quartica con una sestica. Reci-
procamente poi, per un ben noto teorema di Cayley, ogni gruppo di 24 punti
che sia 1'intersezione di una quartica ed una sestica ¢ tale che ogni C7
passante per 23 di essi passa pure per il rimanente. Presa dunque una C*
passante per i 12 punti dati, le C° passanti per questi vi segano una serie
3" e siccome
sono ® le C' che consideriamo, cosi ¢ 11 1 infinita dei sistemi =’ (passanti
(n—1) (n— 2) + 4e¢

6

lineare g%, ad ogni gruppo della guale corrisponde un sistema I’

per i 12 punti dati), cioé precisamente — 1+ 2¢ Lo

stesso ragionamento si applica al caso di # =8 (¢ =0) nel quale la base
di un = risulti come intersezione di una C° ed una C’, ed a quello di

n=~06 (¢=1) nel quale la base di un I’ ¢ 1 intersezione di una C* con
una C° ed in entrambi questi casi si trova che 1 infinitd dei =’ passanti

per(,g—*—l)(,z‘.—[— 2) - 4e (72—{—1)(;1()‘—}—2)—{—46_1_*_2&

)
Possiamo dunque concludere che per =6, 7, 8 la forma ternaria gene-
rica di grado » & rappresentabile con la somma delle potenze »™° di

(1) (n 3 2) + 4e
6

punti generici e

forme lineari.

Passando ad » =9 (¢-== 1), applicando un metodo sviluppato dal
sig. F. S. Macaulay (%) abbiamo che un sistema 3’ di curve C® con 38
punti base semplici ha la sovrabbondanza 1, quando quei 38 punti sono le
intersezioni di due C7 passanti entrambi per gli stessi 11 punti di una conica.
(n—41) (71—}—2)—{—4“:19

(o}

Vediamo quanti sono i sistemi =’ passanti per

punti dati generici. Per aver la base di un = bisogna fissare una conica e su
essa 11 punti e condurre per questi due C7 le quali si taglieranno ulteriormente
nella base cercata di 38 punti. Per gli 11 punti ora detti passano oo** C7 for-
manti oo*® coppie; variando gli 11 punti sulla conica e poi variando questa, di

(1) E una generica di queste sestiche non contiene la C* come parte, giacche il suo
passaggio per i 24 punti & determinato dal passaggio per 21 dei medesimi. Difatti con-
dotta una retta per 2 dei 24 punti, una sestica passante per 21 dei rimanenti 22 passa
anche per il ventiduesimo, ed essa passa per tutti e 24, come si vede variando opportu-
namente la retta. Considerazioni analoghe valgono per i casi che verranno menzionati
poco sotto.

() Point-Groups in relation to Curves, n.26. Proc. of the London Math. Soc.,
vol. XXVI, 1895.
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tali coppie ne otteniamo oe®‘. Perd per 38 punti siffatti passano oo® C7 (perche
per 5 di essi passa una conica e lo O passanti per 32 dei rimanenti 33

passano per tutti i 38 (') e formano un sistema %) che danno luoge ad o
oo® | quindi 1'infinitd di quelli

_ (D (a+2) - 4e

coppie, cosicch® i sistemi 2" in tutto sono

che passano per 19 punti genevici dati e 20 —1 2.
Parimenti per n=10, 11, 12, 13, 14, 15..... o applicabile lo
stesso metodo e si trova che la base di un sistema 3" ¢ data dall’interse-

zione rispettivamente di due O7. C%, €% C', di una C' con una C'*, di una

C1 con una C'S,..... passanti rispettivamente per 5 punti collineari, per
12 punti di una conica, per 19 di una cubica, per 30 di una quartica, per
40 di una quintica, per 51 di una sestica...... e sempre si trova con lo
stesso procedimento tenuto per 2 =19 che 1 infinitd dei =" passanti per
: t | g
n+1) (n 4 2) 4 4¢ v . (1) (4 2) - 4e
— punti generici dati @ ——————— —1 -} 2e.
0 . 0 +
Passando al caso di qualunque, ed applicando il citato metodo del
L - (n41) (n 2) -} 4«
_sia C™* la minima curva passante per N = — A + EARN (2
3]

la base di un sistema =" di sovrabbondanza 1. si

il gruppo N formino un sistema di dimensione
p-e. per 2=29,10, 11, 12, 18), per cui

=P (n—R(n—k+3)_ (n+1) (2 2) -+ 4¢
1 s 5] 5 = ) T 3 . B l
(n—+1)(n—+4 2) — Be
( _ i S
O
< n :
3 t superiore ad = che soddisfa questa
rela
T ; r (n41) (4 2) I 4
La S sistema =’ si compone di N = %H
punti che sono 1 intersezione di due C"* passanti per N' = (» — %) —
{ - - ) | B A=
—_— ——— punti di una C*"—"-¢ (] m=n— ) (n—2%h—
Dopo cio procedendo in modo identico a quello tenuto per =9, si pud

delle (1), (1) nessuna delle operazioni geometriche

mai particolarita tali da far modificare in qualche

1 q el Jr|wu'v‘] mento eonduceva per =29, o si trova




(n41) (n42) -+ 4e
6

precisamente che 1'infinita dei sistemi 3" passanti per

(n~+ 1) (n 4 2) + 4s

punti generici dati & - — 1 - 2e.
)

Se poi per il gruppo N passa una sola C"~" (come avviene p. e. per
n =14, 15), nel qual caso &

2) /L‘(n—/,-)z(L‘f"l)(//—{—Z)*w

(6]

e se ¢ C"™" Ja minima curva passante per N e non contenente C"~" come
parte, si ottiene la base di un sistema =’ come intersezione di una C"~* ed una
g hlae diaee

Cn=k+1 passanti entrambi per N' = (n — k) (n—/k-|-h) — :
3]
punti di una CH"7-3 = (Cr=2+"=3 (m=pn—/%, l=n—k - h). Dopo
cio, sempre con lo stesso procedimento, si trova che 'infinita dei =’ passanti per

n—-+1)( A /i 4 :
(14 1)(n+2) +4 g A=A I W

& A e .
‘ punti generici dati é 3
D I

(nt1)(n+2)+4e
W e
Dopo cid possiamo concludere: Per n>>5 la forma ternaria generica
di ordine n é rappresentabile in oo modi (o ° = numero finito) mediante
li (n41) (n.—{—Q)—{—als
0
do e=0 od e =1 secondo che n non ¢ od é multiplo di 3.

il qual numero, in virtu della (2), & appunto eguale a 1+-2e.

la somma delle potenze n™® forme lineart, essen-

Dei casi che si hanno per #» < 5 c¢i conviene trattare soltanto quello di

n=~>5 essendo ben noti gh altri. La M & in questo caso una superficie di

3 % . 3 (/L 1 ) (/1 ‘3) 4e = . .

ordine 25 di Sy, ed & = (,+ + =17 . Alle cubiche del piano
0

corrispondono in M delle C'° normali appartenenti a spazi S,;. Fissiamo

un S; determinato da 7 punti della M per i quali passa una rete di C'° e

quindi per quel S; passano oo® dei mnostri S,y. L'S;; di una C'° generica

della M incontrerd S; in un punto A che sard un punto generico di Sy (gli

9

S.s sono o, quindi per ogni punto generico di S; ne passeranno oo*; tut-
tavia si potrebbe dubitare che A non sia un punto generico di M, che cioe
le intersezioni di S; coi nostri S,, diversi da quelli passanti per esso si
accentrino in certi punti di S, per ognuno dei quali ne passerebbe allora
un'infinitd di dimensione maggiore di 3; in tal caso si ha senz’altro che
per ogni punto generico di S; non passa aleun altro spazio congenere) e gli
»% S14 (contenenti curve C'") passanti per A sono quelli cui appartengono
le curve del sistema triplo determinato dalla C'® e dalla rete considerate.
Fra questi oo® S, non ve ne sono oo® passanti per un altro S; 7-secante
di M, od in altre parole nel considerato sistema triplo di C'* non vi &

Rexprcontr. 1903, Vol. XII, 1° Sem. 50
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un’ altra rete come auella fissata sopra. Basta percid osservare che data nel
piano una rete (C) di cubiche passanti per 7 punti ed un'altra cubica gene
vica C,. il sistema triplo che ne riesce determinato non contieno un’ altra
rete come la (C). Difatti siccome la C, per ipotesi non passa per aleun punto
della base di (C), lo stesso avviene per ogni curva del sistema la quale non
appartenga a (C). Ora una qualunque rete del sistoma, diversa da (C), o

minata da un fascio di (C) e da una curva Uy, non appartenente a (C),

ed essa non @ certo formata da curve passanti per 7 punti fissi perché questi
lovrebbero trovarsi fra i 9 punti base del fascio e percid dovrebbero fra essi
trovarsi anche aleuni dei 7 punti base della (C) (almeno 5), mentre la C, :
abbiamo visto che non passa per nessuno di questi. Ne segue che per ogni
unto generico di un S; 7-secante di M 1 passa aleun altro spazio siffatto
vuol dire che gli S, 7-secanti di M riempiono Sy per ogni punto
gene | q S8 L) 1 rna / [

Ossery juesto seritto, che attualmente si pud gia preve-
lere che 1 1mpossi td di rappresentare una forma s-arla geuerica con la
somma di potenze di fo ineari contenentli un numero di costanti non

quello cont t ella na considerata, si avrd soltanto in casi

particolari. Di questi uno s ni si sentato, oltre a quelli gid noti, e
sua ( wrlo: @ quello della quartica

1ina = 4 = 4 = 69) che contiene 70 costanti. Consideriamo
in Sz gli S;5 14 seca i M, i quali complessivamente hanno « ** punti.
S ne 14 pant1 d1 S 1 quadrica, cosi 1 nostri S, ap-

partengono agli s A di M corrispondenti alle guadri-

he di S,. Ora nel sis 1 di tatte le V,* ve ne sono o'* che contencono
lata Q,%, 1d 1ens lella serie sezata dalle Vi* in Q,* & 54,

1 gli spazi ¢ ypartengono in Sy le varietd di M corri-
spondenti alle quad S; sono di dimensioni 54, per cui i nostri S

1 ntenuti stl, ¢ omplessivamente hanno oo® punti. non




