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Matematica. — Sulle superficie geodetiche in una variets
qualunque e in particolare nelle variets a tre dimensioni. Nota
del Corrispondente G. Riccr.

Il sig. Hadamard (') ha posto il problema di determinare quelle va- ‘
rietd, che ne contengono altre da lui dette superficie geodetiche perché tali '
che le loro linee geodetiche sono linee geodetiche anche per le varietd, in
cui si considerano immerse. Egli ha anche assegnato una espressione cano-
nica per i ds® di quelle varietd a tre dimensioni, le quali godono della pro-
prietd che per ogni loro punto passa una infinitd di superficie geodetiche.

Partendo da formole stabilite in altra mia Nota (2), io pongo in equa-
zione il problema generale proposto dal sig. Hadamard nel modo seguente.

Considerando una varietd V.. ad # - 7 dimensioni come definita per mezzo '
del suo ds* e assumendo una varietd V, ad % dimensioni in essa immersa

come indeterminata, stabilisco un sistema di equazioni a derivate parziali,

che deve essere reso integrabile dalla espressione ¢ del ds* di V, perché

esistano in V., delle superficie geodetiche V,. Questo sistema integrato

per una determinata ¢ porge una intiera classe di superficie geodetiche

digVeii -

Il problema di determinare le varietd V,., tali che per ogni loro punto
passi un numero finito di superficie geodetiche V,, equivale a quello di ri-
conoscere se le superficie V,,, che tagliano ortogonalmente una congruenza
normale data di linee tracciate in V,., sono geodetiche; ed & qui risolto
in generale.

Prendo poi in esame il problema risolto dal sig. Hadamard e, assieme ‘
ai risultati gid da lui stabiliti, determino le caratteristiche intrinseche
delle Vs, per ogni punto delle quali passa una infinitd di superficie geode-
tiche. Risulta da esse che le traiettorie ortogonali ad una famiglia di su-
perficie geodetiche di una V; costituiscono sempre una congruenza principale
di essa V,; dal che segue prima di tutto che le curvature principali di
una V,; di Hadamard non possono essere tutte distinte. Se esse sono tutte
eguali, si ha il caso ben noto dello spazio ordinario euclideo o no; se, invece,
due di esse soltanto sono egnali e se di pil la congruenza corrispondente

(1) Cfr. Sur les éléments linéaires @ plusieurs dimensions. Tome XXVe de la 2° Série
du Bulletin des sciences mathématiques.

(2) Cfr. Formole fondamentali nella teoria genmerale delle varietd e della loro cur-
vatura. Rendic. della R. Acc. dei Lincei, seduta del 4 maggio 1902.
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alla terza curvatura principale é insieme normale, geodetica ed isotropa, si

ha il caso di Hadamard.
La risoluzione del problema di Hadamard nel caso di n=3 8 dunque

intimamente congiunta colla considerazione di quelle, che io ho chiamate
congruenae © curvalure principali di una Vs, le quali sono di importanza
fondamentale in tutte le ricerche, che riguardano la shuttura intima di queste
varietd. La risoluzione dei problemi analoghi per le varietd di un maggior
numero di dimensioni dipende certamente da una opportuna estensione di

quei concetti.
Questa Nota fa seguito a quella citata sopra sulle Formole fondamen-

~ale delle varieta e della loro curvatura. di cui con-

tali nella teoria gener
serverd qui le notazioni, e che citero, oceorrendo, colla lettera N, mentre ci-
terd con M il Riassunto sui metodi di Caleolo differensiale assoluto ¢ loro

applicazioni, pubblicato dal prof. Levi-Civita e da me nel vol. LIV dei
Mathematische Annalen.

1. 11 prof. Bianchi in questi Rendiconti (1) ha poste in evidenza alcune
identita differenziali, che legano i simboli di Riemann, che si incontrano
nella teoria della trasformazione delle forme differenziali quadratiche, a quelli
di Christoffel. Nel caso delle forme ternarie ai simboli di Riemann, che
costituiscono un sistema quadruplo covariante, se ne possono, come & mnoto,
sostituire altri costituenti un sistema doppio controvariante. Se, seguendo le
mie notazioni, quelli si indicano con @pgrs € questi con & e si introduce
il sistema covariante triplo di elementi & (M, I, 3) le relazioni, che pas-
sano tra il sistema di elementi @pgrs € quello di elementi «™? si possono
scrivere come segue:

3
apq,rs — Zuc Epqu Epsy o ;
1

ovvero

3
— (uu’) ')
Upgrs = Z a” a ™" &pqu Erso Cure 5
1

un/vv’

denotandosi con e,y il sistema reciproco al sistema a®?. Ne seguono per
derivazione covariante le

3
— ) )
Upg.rst = Zuurwl a a Epgu Ersv Cu/vt -
1

Colla convenzione di riguardare come equivalenti gli indici, che diffe-
riscono per multipli di 3, le formole di Bianchi si possono scrivere come

(1) Seduta del 5 gennaio 1902.
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segue:

Apgyrr+1 7+ = Apgyr+2 rre1 = Opgyr+1 raer =0

e per le precedenti assumono la forma,

3

(uu" (") .

Zuu’m;’ a a Epqu Cyryiy =0 ;
1

o la equivalente

3
(vw) ~L
a @ty ——"\)'s
21 oW uvw 0

Se poi (M, II, 1) si’introduce una tripla di riferimento [E1 7] B2 8T
di sistemi coordinati covarianti Ay, (h,u=1,2,3) e si pone

3

1) Qyy = yhk g A Ay

W
3
}vh/uv — zij 7 hij li/u ]g'/u )
o 1

le formole di Bianchi per le varietd a tre dimensioni assumono la forma

S ( dwmy <
@) Z}k( 8k + >T" (@nk yrii — @i Y ¢ =0,

In particolare, se ci riferiamo ad una tripla principale per modo che
le (1) assumano la forma

3
Qyy = Xh Wp )‘h/u lh/v
1

le (2) ci danno

Aw S
JWp — Zi ((x)i —_ wh) Yhii -
1

Per w, = w, = w; da queste scende per =238 (come ha osservato il
Bianchi per una varietd qualunque ad » dimensioni) un ben noto teorema
di Schur. Nella ipotesi w, = w3 =, ©, 3= @ si hanno invece le formole

R

D_Sl. + (ml — w) ()’1-22 + 7133) =0

W

0
D_Sz—l_(“’_a’x)}'zn=07 g;_i—(“’—wl))’an:()-
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Se si suppone geodetica la congruenza [1], & Y =V

vale il teorema seguente:

« Se in una varietd V, due curvature riemanniane principali hanno lo
. stesso valore ® e la terza w, & diversa da ®. e so la congruenza princi-

o !k‘k‘wl(‘h\‘:l. @ varia sol

« pale corrispondente ad o, ¢ tanto lungo le linee di

= questa congruenza.

. Se w non ¢ costante, la congruenza stessa & quindi ceodetica e mnor-

« male. anzi il suo sistema coordinato covariante risulta dalle derivate di una

« funzione rispetto alle coordinate di Vg »
data in una V,, qualunque una famiglia di oo V,—, per

2. Si supponga
traiettorie ortogonali. Indicando con 4,== A,

za delle sue

mezzo della congru

il sistema coordinato covariante di tale congruenza, perchd le V,_, siano

della equazione delle geodetiche di V..

a data [#] come associata ad altre » — 1 con-
] costituenti con essa in V, una ennupla orto-
ndizioni sono rappresentate (M, V, 2) dalle equazioni

by 20l (#,)=1,2,.n—1):

altrest (M. IL 10) che le condizioni di normalitd della con-

sono espresse dalle

/ ni; /nji

enti equivalgono alle

S1 riconosce e 0
(3) Tnii =V I"‘ﬂ:‘l.'_)....w—lﬁ.
ste poi (') per j == ci dicono che considerando le V,_, come im-

tracciata sopra una V,—, pud riguardarsi come linea

1]

ista. Per J—1 esse ci lli!‘unu invece che 19 curvature

tte nulle. Rimangono cosi estese alle superficie

L

-arieta qualunque delle proprietd ben note dei piani dello

opra ci dicono ancora che la famiglia di super-

enza [n] fa parte di infiniti sistemi »"?" ortogo-

un parametro della famiglia di superficie

Cfr. Ricci, Dei sistemi di congruenze ortogonali ecc., nel vol. II, serie 5° delle

Memorie della Clas 1i scienze fisiche di questa R. Accademia
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ortogonali alla congruenza [#]; con &y ,&e, ... Zn—y quelli di altre » —1
famiglie costituenti con essa in V, una ennupla orfogonale e sia

ds® = “; /_/,/'f —f— Hz tl.l,'g —*— —}— }Ii ([ll'?,
la corrispondente espressione del ds® di V,. Le equazioni (3) assumono la
forma

)H, 2H, YH

=" =)

VL VLp An

Data la espressione di un ds® in coordinate ortogonali, abbiamo cosi un eri-
terio assai semplice per riconoscere se e quali delle famiglie coordinate ri-
sultano di superficie geodetiche.

3. Riprendiamo ora le considerazioni esposte nella mia Nota sulle For-
mole fondamentali nella teoria delle varieta e della loro curvatura. Con-
siderando ancora una varietd V,.,, ed una V, in essa contenuta siano

n-+m

Y= ;w Cuv AYu Ay

g =3 do da

1

le espressioni dei loro elementi lineari in coordinate generali. Sia poi &,
il sistema coordinato covariante di una congruenza di linee tracciate in

—

Vyem per modo che una sua linea passante per un punto qualunque d
V, giaccia tutta in V,. Le linee di questa congruenza passanti per punti di
V, costituiranno una congruenza di V,, di cui indicheremo con A il si-
stema coordinato controvariante. Varranno cosi le relazioni

n n+m

Tl (p)

>u'—-'lplp lr Cm'!/l’/})*
1 1

le quali, derivate tenendo conto delle (II) della Nota citata, danno

\E Yl‘\"”l m n n n-+m

=28 =— NIt BN N~ s N 3
Cociniloiri— Zay A bayr + L@ o Cuw U

Y v uryw Juopr | o fu —s rs - s "p — uv ‘/‘/s )

e conseguentemente, indicando con &,, il primo sistema derivato covarian-
temente secondo y dal sistema &,,

n+m n m n+m

2 A n
§V S = > PARYISY lz Safu l/a/r5+lr5 AT 2 _\_l_ Cuv Yoir -
1 1 1




sono rispettivamente per Vi, e

ClL

0V

A)

Poiche

\+m "
N poE —Q, > A4,=0

le equazioni delle congruenze geodetiche,

stabilite ¢i permettono di concludere che

. Perche una varietd V, sia geodetica per V., ¢ necessario e basta
je siano soddisfatte le equazionl

= ()

vero (N. (6)) le equivalent

do queste condizioni nelle equazioni (A), (B"), (C) e (D)

volte citata, queste assumono la forma

=S &2

> LS ESNET BN | A S (ad A
N\ g VE E(0)x = ()
—— 2 « 1,2 m)

Ne seous lata intrinsecamente la varietd V,., per mezzo del
geodetiche V,, in essa contenute, con-
tutte le forme ¢ ad » variabili, per le
\,B,C,D) risulta integrabile. Per ogni ¢ cosi determi-
arazl li questo sistema dard poi tutte le superficie geode-
) | ti ¢ come espressione del proprio ds®.
liamo el letermi . ¢, debbono rignardarsi come incoenite le fun-
& z Enfu;y €1e 2y, Z2pu 5 -o. By © che al sisStema
rdato sopra del siderarsi aggiunte le equazioni, cui debbono sod-
3 :ste ricordate perche possano riguardarsi come sistemi coor-

li una (7 4 m) ortozonale di congrnenze di V,.
Aetrsiesid ) sisteml coordinati covarianti di » congruenze
in V,, una »."”"* ortogonale e del resto qualunque. Ricordiamo

|
|
|
|
|
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ancora che le condizioni di integrabilitd delle (A) e (B) sono contenute
nelle (C) e (D) talehd noi dovremo preoceuparei soltanto di quelle di queste
ultime equazioni.

4. Stabilite le equazioni del problema proposto in generale, proponia-
moci in particolare di riconoscere per ogni varietd V, data intrinsecamente
per mezzo del suo ds®, se essa contiene delle superficie geodetiche V,; e,
nel caso affermativo, di determinare tutte queste V,. Temendo conto dei ri-
sultati del § 2, le quante volte noi riesciremo a determinare in una Vs le
traiettorie ortogonali di una possibile famiglia di oo! superficie geodetiche,
sapremo anche riconoscere se questa esista o non esista; nel caso afferma-
tivo poi il determinarne le equazioni in termini finiti dipenderd dalla riso-
luzione di un ben [noto problema di calcolo integrale. Percio, quando risulti
determinato il sistema coordinato di quelle traiettorie, il problema potrd ri-
guardarsi come risoluto per quanto riguarda la famiglia di superficie geode-
tiche ad esse normali, se una tale famiglia esista.

Premesso c10, osserviamo che nel caso nostro, cioé per m =1 ed 7= 2
le equazioni (C) e (D) assumono rispettivamente la forma

((") N ; v Ty B = K

(D) d amwg =0 (=1,2),

K essendo 1'invariante di Gauss relativo a ¢ ed «® il sistema triplo con-
trovariante, che, come ricordammo, per » =3 pud essere sostituito ai sim-
boli di Riemann.

Designando con o una indeterminaia, le (D) equivalgono alle

3
N (“wu wles wc‘”’") 2.=0,
1

che sono le equazioni delle congruenze principali di V. Dunque

« Se in una Vj esistono delle famiglie di oo' superficie geodetiche, le
« traiettorie ortogonali di una qualunque di queste famiglie costituiscono una
congruenza principale di Vj ».

Siano &y, Eojuey &5, 1 sistemi coordinati di tre congruenze principali
di V; fra loro ortogonali due a due, w,,®,, w; le corrispondenti curvature
riemanniane principali di V,, talché si abbia

=S

po
e i W; SifusSifv
1

Renprcontt. 1903, Vol. XII, 1° Sem. 54




o si ponga &= Ssp- La (C) o1 da

K

lice 1 214 Dot l(“\h‘ 1511 ce curvatura rviemannana
Cl ¢ y COSA & < \ t
10¢ e pel una lirezione A ! | N GO L colla curvatura
e Cloe «

11 1 superfncie £t ¢ N maie t ndo ¢ 1« ‘I“l“‘\ \
1 ela 2 racl o 101 |

AussSi
letd It atta la (C), come lo @ la (DY) assumendo
proprieta, rimane senzz al ;

: g, d traiettorie ma d una famigha di superficie
ome congruenza & lelle {LOT1t

geodetiche una congru
) Pel teorema di Schur il va

5. Si supponga dapprima
elle t i ' prineipali di Vi sard costante o,
ore ¢ 10 1e11¢ cu
i n K ( ara dente sara pure ecuale
1e81g1 con

¢ di ogni superficie geodetica trac-

\ i quest : | iinato a meno di trasforma-

i te soddisfatta la (C") e cosi pure la (D),

’ i V. pud sto caso assumersi come principale.
R 1d1st 1 ) e } l¢ i SR
R g i soddis \) ) quali di per s
. . e Sis orale generale di tale si-
S S S8 leterminarsi in modo
A SS ta bitraria per un punto
\ ¢ S sult ) elativi allo spazio or-
‘

g 70 SIS g iu rvature riemanniane prineipali

ed i =
S SS s i cruenza principale corrispon-

Potrem nos S sist rlia di o' superficie geo-
letiche tag t 1 ngruenza [ 17]. Ci rimane quindi da
stabilire s sott 1 ond SE lelle famiglie di superficie geo-
e tagl g I o' congruenze principali cor-
rispondenti alla curvatura e 1 ) tutte e soltanto quelle normali

(1). Indicando ancora K 1'invariante di Gauss relativo al ds® di

na qualunque delle suj geodetiche cercate, le equazioni (C') e (D)

1L)_yl Yy 0,
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Richiamiamo le espressioni delle z,,., le quali (N (4)) assumono nel
nostro caso la forma

” — (W)
Aulp = i ® Couv,w '//,.’IA

3
N
T
o sostituiamole nelle equazioni, che scendono per derivazione dalle (D,). Te-
nendo conto altresi delle (A) e indicando con y una indeterminata perve-
niamo cosi alle

(4) N YW o — Vi .

L U

Se queste sono indipendenti dalla (D,), esse determinano la congruenza delle
traiettorie ortogonali di una possibile famiglia di superficie geodetiche. Pre-
scindendo, per ragioni gid dette, da questo caso, le (4) assumono la forma

(4 Viy = — ¥(Coy — Vau V) -

Associamo alla congruenza 1, altre due congruenze v, e v, costi-
tuenti con essa in V3 una tripla ortogonale, poniamo

3

Vipuw = Y ikk Vhju Vi (I 0= 182 % 3)

—hk

e confrontiamo colle (4') le espressioni delle »,, date da queste per 7 =1.
Perveniamo cosl alle
() Yies=7Yie=r1ia=7in=20

(6) Yie=Y=—7v.

Ricordiamo ancora (M, II, 4) che, indicando con s’y 1'arco delle linee
della congruenza [/%], e ponendo

Y nik VY i < ; - > Tl - ;
Yhikil = 5 = ‘r"f‘ > Y i (Y — ¥, :\)—{— N (YimYjiik— Yy )
08 0S8 x - T

Yhk == Yh+1h+2,k+1k+2
valgono le relazioni

ra=yn==0, yue=ys=0;

da cui seguono le

) . dy QY
(7) = L:m—}—)" . ) — ) ==0.
‘\'\'.‘

Ay AR




. AT T AN 7§ WwWe essere :t‘nl\ln'll(‘:l; e che
Le () ¢l dicono che la congruenza [l deve

3 - mzione spetto alle w, @ di pia che due
e 1, sono le derivate di una funzione » TSPt ]

- 37 formant V. con la [1] una tripla orto-
uenze qualunque [2],[3] tormanti ii ( ‘

. tema Canonic 3) ;
_‘,H'“‘ costituiscono 1-15},(.[(‘. ad essa un sistema canonico k\l I1, 8); il che

S sSprim cenao che 1 ongruenaa 1 ¢ 1solropa. Da lll'\ll | ol
1 esprin dicendao a 1 )

secu 1 prim del (l;i l¢ B 1 dice ¢h
egque pol K Il S

della congruenza |1

) 1
i fra d atorn nrineinali delle superficie normali alla con-
eouali fra di loro le curvature principall tielic I

a2 17 considerate come contenute 1n \Y Le (7) infine ci dicono che y
gruenzs considers: con t

gruen 171 secue anche che in V3 le super-
arte di int t1 sistemi tripil ortogonali. Assu-

0 di guestl sistemi ortogonali

V. assumera una espressione della forma

L_ (O) pol A‘l‘xl"_\;
o H e H
(7) ei di ‘he la espressione di ¥ si pud ridurre alla

X essendo funzione della s e ¥, un ds® a due variabili z, ed =z

Questa essione di t i SC ssenzialmente da Alm'HJ del S1g. Ha-
mard, e perd possiamo concludere le condizioni (5), quando si inten-
lano soddisfatte per ogni du [2 a congruenza [1] una

| 1 C( [17]

)ygonale, sono necessarie sufficienti perche la varietd \ sia tale

@ per ogmi su nto | Ina s e infinita di superficie geodetiche.
7. A questi stessi risnltati completandoli possiamo giungere fondandoci

nte sul stabilite nel paragrafi precedenti. Percid osserviamo

che, come risulta dalla equazione (D,), la congruenza [1] & tale che ogni
sua lin la quale passi per un punto di una V,, giace tutta in questa.

8 o ¥y, —— S€N F

# 1'angolo delle linee della congruenza &, con quelle

della »,,, . Dovendo poi la congruenza z, esser normale alle superficie V,

designando cosi con

e quindl tanto alla congruenza & quanto alla &), avremo per le g, le
espressioni
i, = — Sen I - COS V1
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Da queste la equazione (D,) essendo identicamente soddisfatta, rimangono

da soddisfare, oltre alla (C,), le (A), che per le (8) assumono la forma

—

o ()

(A) Yur =2," hipr = (co8 $v,° 4 sen 9 v,°) Ay,

e le (B). Queste poi, tenuto conto ancora delle (8), ed indicando con s,

ed s, gli archi delle linee delle congruenze &), e &, , assumono la forma

(B) Yeu=290
(B") 1818 7 ¥
ALY i
¥ \ 3 =7
(B, y
, ‘:"} = 7320 €08 ¥ - 305 SED I .

Osserviamo che le condizioni di integrabilitd delle (B,) risultano sod-
disfatte, tenendo conto delle (5) (6) e (7); e che dalla (B”) e dalle (7)

segue la

()

8. La (B') e la (9) ci dicono che nelle varieta V, le linee [17] sono insieme
geodetiche ed isoterme, dal che segue che queste varieta sono applicabili
sopra superficie di rotazione e che le linee [1] e [2] sono in esse le defor-
mate dei meridiani e dei paralleli.

Ricordando che w e y sono funzioni della sola », e avendo presente la
(B") si riconosce che, se si assumono nelle V, come coordinate le linee [1]
di parametro v e le loro traiettorie ortogonali [27], la espressione del ds®

delle V, assume la forma

() ¢ =dv* - G (v) dv*.
essendo

dogyg__
(10) R i )

e quindi

Dunque ¢ & determinata a meno di trasformazioni puntuali e per con-
seguenza tutte le V, sono applicabili fra di loro.

Ritenendo ora ¢ espressa in coordinate generali », 2, assumiamo come
congruenza 4, quella di parametro », con che la equazione (B') sard iden-
ticamente soddisfatta, e poniamo

(Bs) v (@, &) = (41 Y2 Ys)
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Questa derivata, tenendo conto delle (A,), i da le

V= Ap.

che risultano identicamente soddisfatte per la espressione (a) di ¢. Te-
nendo conto di questa, della (B,) e della (10) risultano pure identicamente
soddisfatte le (B').(B”) e (C,) ricordando, per cio, che riguarda, quest’ ul-
tima, anche la prima delle (7) e la nota formola di Liouville applicata al

sistema di coordinate » e ». Il sistema completo da integrare per deter-
minare le superficie geodetiche di Vi corrispondenti alla curvatura prinei-
o, risulta dunque delle (A,). delle (B,) e della (B,). Il suo sistema

tale che per valori iniziali arbitrari ¢, e 4, di @, ed

integrale rale e
3 pud assumere valori affatto arbitrari, mentre i valori 1Iniziali corrispon-

debbono soddisfare alla equazione

denti di

fissare 1 valori di a, e 4, in modo che la superficie

ima equazione passi per un punto arbitrario di

» per un tal punto una superficie geodetica

passa
irbitrariamente orientata nella giacitura piana di V,
lo ¢ pure K per la (C,) e ¢ ammette oo?
le quali ogni punto P di V, si pud portare

occupata da un punto prefissato qualunque.

Cid sicnifica che, fissati 1 valori a, e 4, di 2, ed x., noi possiamo ad essi
far corrispondere un punto qualunque P di ¢; dal che e dalle considera-
zioni fatte sopra che, fissato un punto P, in V; ed un punto P in V;,

far passare per P, una superficie V, in modo che P coincida

P,. Se invece w e quindi K sono variabili, fissato il punto P,, i punti
*he possono farsi coincidere con P;, costituiscono una semplice

Astronomia. — Osservazion: dei pianetini LT ed L1 Dugan
7l « 4 4 770 . = - . p ‘
],///v;) 1lle a / “A,H”"'«" "/“ /‘1/ ll.[/ cm. ///’/ /]). //\.\'/'/'/'////'I,r'/‘// !/(’/

Collegio Romano. Nota del Corrispondente E. MILLOSEVICH.

IA‘ pianetino LT Dugan 1903 di 12™2 con I’rnln.’l]ii]llil. ¢ identico a
=) Wihelmina scoperto da M. Wolf il 4 novembre 1894. L'accertamento

dell identitd si avra fra breve.




