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indicheremo con (= ay da; day, U) il nostro problema dinamico; i fasci di
traiettorie non sono che le geodetiche degli spazi di cul (U~ L) 2 apda; day
(h = cost) @ 1" elemento lineare. Come dimostro Painlevé (Sur les transfor-
maltions des m//u///w/.\' de la /I‘/////I///(////('. Journal de :\I:l“l'l'lllilliqllt.\. 1894,
pag. 77) se tra due problemi dinamici

) (= bix daidzy , V)

(.\.'//,,‘ !/‘/“ //,«',l "
si corrispondono i fasei di traiettorie allora si puo passare dall’uno all altro
per mezzo di una trasformazione di Darboux, o, in altre parole, si hanno
delle relazioni

4 ' yU -4
«d — By () Vi— =
{ /ST alU—-p

r o )

2 /‘/1,. //,/" «/',/',‘ = (({[ = 2) :”u\ ’/-/'L do

dove «,f,y sono costanti. Allora chiaramente il fascio di traiettorie (')
(U = %) = ay, daw, day @ identico col fascio di traiettorie (V - %) 2 bipdidz)

velative al secondo problema, dove sia

' dJ -}_ kB A 0 — ;'/”
h = == ossla — AR = 7
y + ke g— al
<
Per esprimere percid che una trasformazione 1nfinitesima 26—

trasforma in sé i fasci di traiettorie di un problema dinamico

(]' (1/(\"’ = _\,‘//,;y :/,1', ![‘/',‘ s U)

basta esprimere che lo muta in un suo trasformato di Darboux: e percid in
primo luogo che trasforma proiettivamente la U (ossia che trasformi le va-
cost proiettivamente e imprimitivamente) e che trasforma in modo

conforme la forma quadratica =y dz; dzy. Anzi, poiche questa forma qua-
o]

dratica deve diventar moltiplicata per un'espressione al -8

rieta U=

(e =rcost,
g = cost) troveremo intanto:

\(U) =2 —;— .llU + p 2 ; X(:”‘]_ !/J“ (/.l‘n) = (7 U + a) .\.‘«1‘,\ '1(1" ([,/“:‘
dove A, u.v, 7,0 sono costanti. Di pi si deve esprimere che se U e tras-
formato dalla (’)(';) allora ds® resta moltiplicato proprio per «U - . Basta
a tale scopo L‘\pliill](‘l'c che anche Uds® resta moltiplicato per un fattore

(U—n)ds?;

lineare in — ossia, indicando con &, 7 due costanti che X(Uds?)

(*) Con questa notazione intendiamo chiaramente le geodetiche relative all'elemento

lineare (U - h) X ap dos dox .
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el rU*) Uel ) S
y le equazioni
) (rl o)
idis la X quazioni tanto piu
lello Stickel. Queste equazioni ol
S1 poss dire 1 teoremi fondamen
(') s N 3
N
) ) 0
S
( G
U = cos sistem Q
r I G sono soddi-
(ds®, U) ques
P 0nd

idente

nducibili 1

Ald

altro; e dai risultati

senz

dell’ Accademia di Torino, 1903)

y Q [ / Sollo
) 18 masio nf-
¢id che pare opportuno fare nel

all' altro

uno con una
dire
i [0 a lrasformazio
t ) rasformale itmprimiti

boux, possiamo far sempre che

mna trasformazione non fratta.
simile per gli spazi di cui ds?
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li dire che U deve es-

geodetica o conforme; e, per una svista, dimentica
sore trasformato da una sostituzione non [ratta.
2. Nei precedenti teoremi si trova gid risoluto il nostro problema; ma
per indicare la via pitt rapida per la effettiva risoluzione, indicheremo un
mezzo con cui si possono ancova semplificare le equazioni fondamentali.
Poichd U == cost prendiamo le varieta U == cost come superficie coordinate
&, = cost: sia ds® = Say dui da, 11 nostro solito elemento lineare. Nella
metrica definita da questo elemento lineare consideriamo le traiettorie orto-
gonali delle varieth equipotenziali z, = cost; e scegliamo 1 parametri
in modo che queste traiettorie sieno precisamenle le z, = cost, ..,
— (). Poiché di piu, come

Lo yL'gyeeeyLn
», = cost (). Sara lu-wiu Uio = g = """ = U
v . DAl 12 13 In

sappiamo, il nostro gruppo & conforme per s
mano un sistema di imprimitivitd, anche queste traiettorie formano un si-

e poiché le z, = cost for-

stema di imprimitivitd e percid ogni trasformazione del nostro gruppo avra
) L ) ]
N (e 2 e ) . Poiche la z, e trasformata

& 1

Jj

la forma &, (z))
)2

proiettivamente, avremo che & & un pelinomio di secondo grado in (z,); per

le (2) potremo scrivere che ogni trasformazione del nostro gruppo é del tipo:

IO (g 5 aee D)
| YA 2 ~7

(3) X = (4 -+ nz -+ v z*) =

mentre la forma quadratica e:

(4) ds* = ayn, dz*y

E le equazioni fondamentali assumono la forma semplicissima :

(5) X(ds?) = (— va, -+ 0) ds?
la quale, posto
s 4 N dE- &,
(')) \(l/\) =3 il da: daz. dove ag= > 3 L L (™ )
g U i I i S e T S

diventa:

(T) //‘i,‘=1—1_,"~:—- 0) Ui

che noi chiameremo equazioni di Killing generalizzate. E troviamo cosl:
Per trovare tutt . nosirt 1”/"”;’17"/”', basta determinare tutli !//, elementi

lineari (4), e ¢ gruppi formati da trasformasiont del tipo (3), per cul

/‘///f/vu//l le (l—)
Se G @& il gruppo, esso conterrd un sottogruppo I’ che lascia fisse

(*) D'ora in poi, quando parleremo di proprietd metriche, intenderemo sempre di

riferivei alla metrica definita dall'elemento lineare




le 2, = cost (e quindi anche 1 sl

non @ altro che un gruppo di similitudini (¢
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nooli fasei di traiettorie) e che per le (7)
‘ all’identita)

per gli spazi, il cui elemento lineare @

(3)

di similitudini gener

valgano le X;(ds¥) =

he Xi(@y) = ¢

mmett un grupp
d Sl D Al
P E= 1) p
\
D x. Se vog
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li elementi lineari (8), che ammettono un gruppo I°
da trasformazioni X . N, v s Xpe1 s Xy per cul

s (& == cost) basterd por trovar s 1o modo

cosi determinato tutti i problemi dinamieci che

questa aeterm

wzione per i risultati della mia Nota

inare poi 1 problemi, per cul G
rametro basta tra 1 precedentl cercare \illw‘”l
)

formazione X = — N & (@ ) — (e=0

"
Juby

sideriamo distinti due problemi trasformati
11 cul gruppo G trasforma le 2, == cost

e quelli tra 1 precedenti che ammettono

X per cui £ = 0, quanto una per cui ¢ = 1. Quelli di

Sre

(Zs ... )

— \ N7

G trasforma le = cost a tre parametri. Aggiun-

I' a — 1 ametr: (') di puri movi-

g y cita (s “../.‘) U CUI

X,_; sono le sue trasformazioni generatrici, X, & 1'ul-
ice di I', sard X;(ds*)=0 (:=1,2,..,r—1);
st). E per le (7) sard X;(a,,)=0 (i=1,.,r=1),
X, non & un movimento, ¢ = (; se I'" fosse tran-

1z1on1 ¢ indipendente dalle & ... 2,




