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Matematica. — Ricerche gruppali sulle equazioni della di-
namica. Nota III di Gumo Fusini, presentata dal Socio Lurer

BIANCHI.

4. Passerd ora alla trattazione di quei problemi, le cui equazioni diffe-

renziali ammettono un gruppo continuo. E userd le notazioni della mia Me-

moria citata sui gruppi geodetici. Ossia se = iy dz & una forma qua-
dratica e X una trasformazione geodetica, indicherd con = ( )
(dove & & una costante 1nfinitesima) la forma = a;y do; doy —++ ¢ X (2 AR

Indicherd con A i complementi algebrici di @y in | div si per
con :: i simboli di Christoffel di seconda specie, con A - A’
)

(/) | (k)

0 S le quantitd analoghe per (aix~ & @'is) dwidzy. Se X=2¢ =

¢ (cfr. Mem. cit.):

I (ik) D AN ( d (ek) | \ir) & (kr) &, (i) & }
) = SIS g, Al Jb b :
( )H\ ) - LGl VN RZe I ) ()

Se con = bix dai dzy indico un'altra forma quadratica, indicherd pe

distinguere con un indice « 4/ » le quantitd analoghe per questa forma. Cor

: _ dzi dzy
(3 adaiday, A;) indico un problema dinamico di cul 2 —; el
al*
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A. sono le forze impresse. Sia (b dzi dzy , B;) un altro pro-

abbia comune le equazioni dei movimenti

forza viva,

blema dinamico che con esso
(cfr. Painlevé, loc. cit.): siano B le quantita analoghe alle Aj;; per questo
econdo problema; le equazioni dei movimenti sono rispettivamente, per i

due problemi:

( ™ =y \7m" == it} / ¥
Quindi ! (:\ { o percid (efr. la mia Mem. cit.) saranno identiche le
! R I

od relative alle due forme quadratiche; di piu poiche

log 1 S (7l) S ) D10g V| Ok .
o T =l 2
Sono ben noti i tipi di spazii (') su cui

differiranno per un fattore costante.
Basta ora tra questi scegliere quelli, i di-

tiche.

si mmpy\.m.lulz.‘ le geot
un fattore costante. Troviamo cosi

lei quali differiscono solo

seriminanti

subito’ che due tali spazii sono riducibili 11 tipo
(1) dst= O a¥ dzidar+ > o doidax+ -+

T sl ,
(L_‘)J\:':{"\_(/‘r//' 1ok oy~ 4 C

:
dove C,,Cs,....Cpn sono costanti, 7,,7s,...7%n SONO interi e le a8
G=1,2,..m) ‘lllu'nlluiu'r sono dalle @, (»==1i- 1+ 1, 7%, ,1,_ 2 )

(Si intende che 7, == 0). Il numero intero 7z puo essere uguale a 1. Se m > 1

diremo che 1' elemento lineare (11) e pezzabile: la > a' "’ da,dz, sard

abbiamo

» O inche se 7 —

a 1’ elemento parziale « 71

e
con questo linguaggio: che ¢ I’ elemento lineare B corrispondente a un

roblema dinamico non é spezsabile pure con un cambiamento di varia-

hls

i allora a quet problemi dinamici che hanno comunt con questo le equa-
, q ] n(q e equa

zioni dei movimenti corrispondono nli | i simili all’ elemento B.

Chiaramente possiamo supporre che ciascuno degli elementi parziali non
sia spezzabile in elementi parziali neppure con un cambiamento di variabili,
perche se cosi fosse e p. es. 'elemento parziale «  » i potesse con un cam-

a somma S di altri ele-

biamento di variabili ., +1y Zn,_ +2 5 o0 5 & ridurre al

menti lineari, sostituiremmo in (11) al posto di detto elemento, la somma S a cui

esso equivale. Le variabili dell’ 7 "> glemento parziale si diranno di specie 2.
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ed 2,/ sono di

Notiamo di piu che le Aj; per 1'elemento (1

. ) ; : A
specie differenti sono nulle, le ) se m @ . non sono della stessa
{ \ z
specie sono pure nulle. Di piu se 7,74,/ sono della stessa specie per es
1 / 5 =
della A ) I identiche tanto ecalecolate rispetto all' el
{ \
mento totale, quanto rispetto all’elemento parziale . Se noi pren-

diamo un elemento lineare B > bl £ s s ad

tale che i simboli relativi ) ano identici a nboli corrispondenti per
17\ I I
1"elemento (11), avremo p ) per un' osservazione precedente e poiche 1'ele
mento parzia n spezzabil che ) simile auesto elemento
par 1
S voolian n¢ ( problen 1 A;) dove d h 1

denti ammettc i1l eruppo o¢ da X-= > & troviamo subito |
an Ly
k) : ;
condizioni ) =0 A —1.2,..., i) insieme all’ altra condizione (cl
{7\
scriveremo pit tardi) il sistema covariante delle A; sia invariante per
\ / 7,

il no 0 gruppo. Stuaian ra

dalle (11) per le osservazioni fatte poc’anzi che queste ultime equazioni nor

mutano p nu se invece di scriverle per la X e per 1 elemento to

le seriviamo © \ =R che chiameremo la trasfor

| A elemento lineare parziale. Per questo el
percid geodetica, ossia ne trasforma in sé le geod
Jai Y ne moltiplica il discriminante per una costante. Ma p , "

S / gLon le per un teorema poco fa enunciato. Stu-
diamo ora le equazioni = (, quando 7,4,/ non appartengano alla
stessa specie. Siano 7, & simboli di specie differenti; quest

riduce al

(12)

(specie di « /= == specie di ¢ 5= specie di % == spe
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| ssa specie distinta dalla speci di /. L equa-

Siano invece 7, di una ste
one )0 — 0 diventa:
{ \
3 I Vi) o= 0
) / \
— SDE = specle + Specle di /)
o 2100683 n i valori dei simboli della specie di
di una stessa specie differente dalla specic di %, la
t =
S N \ / : Y
AlEZ N7 \Span
— § 1 = sp di { == specie di %)
1 Lti
N specie 7 = specie di /)
g 4 specie degli indiei ¢, ¢, /. No-

le equazioni che dicono essere

la 7 trasformazione parziale un puro movimento per 1" pesimo  glemento

rzlale S1 possono SCrivere

= specie %) .

Infatti per le (14) queste equazioni equivalgono alle equazioni di Killing.
In particolare percido se le gix (7 = specie i = specie ) sono tutte

nulle una trasformazione infinitesima Y che operi soltanto sulle varia-

bili di specie 7, la Y & un movimento per 1'7 elemento parziale; i mo-

vimenti di questo tipo per una forma quadratica si diranno da noi movimenti
:nto parziale; e se con

peciali. Per semplicita indichiamo con (ds?), 1" 74 el
indichiamo una trasformazione infinitesima, indichiamo con X; la corrispon-

trasformazione parziale; sia ora A una trasformazione infinitesima

sformi in sé le equazioni dei movimenti; siano Yo Ye tutte
le trasformazioni simili ammesse dall'elemento parziale 7 : anzi, poiché
un gruppo di similitudini a #4- parametri o é tutto formato di puri movi-
pnenti o contiene un sottogruppo a «/,— 1 » parametri tutto formato di
movimenti, noi potremo supporre che a/ piz una sola delle Y prece-

ia una similitudine va e che le altre siano

denti, per es. la Y,

puri movimenti. Allora poiche la trasformazione parziale X @ pure una

similitudine per (ds%)., sarda X = > ¢; Y, dove le ¢; saranno funzioni




Nl

delle variabili 2, che non sono di specie ma_ Di piu se la Y, non
fosse un puro movimento, ma una similitudine propria, la ¢, dovrebbe

ssere

una costante. Se ora esistono almeno tre specie distinte e se 7 sono due
indici di specie distinta tra di loro e della specie 7 , sard per le (12)
D / \‘ — ()
; : \ g
ossia, poiche le Y sono linearmente indipendent — (). Cio
funzioni ¢; saranno somma di una funzione delle variabili di I* specie, d
una funzione delle variabili di II* specie ecc. Ricordando perd che le ¢;
non contengono le variabili di specie potremo pereid por
1/;:/‘77 - 1 = L - — 1
dove con ¥, indichiamo una funzione delle variabili di specic e dove
se Y, fosse una similitudine propria per (4s%), le ¥, sarebbero altret-
tante costanti.
Sostituendo mnelle (13) e ricordando che le Y;” sono linearmente indi-

pendenti, troviamo subito che le ¢;® che sono funzioni soltanto delle varia-
bili di specie ma hanno rispetto (ds®), nulle tutte le derivate seconde
covarianti; ma @ facile riconoscere, usando di una osservazione del profes-

sore Levi-Civita (cfr. Ricei, Sui grupp: cont I; movimenti ece. Societd
dei XL 1899, pag. 77-78) che se una funzione u ha le derivate seconde

tto a una forma > axdz; dzy, allora

covarianti nulle risj

e SR

& per la forma un movimento infinitesimo. Infatti, anche senza usare del
eI

calcolo assoluto, notiamo che le condizioni affinché Z sia un movimento per

la forma sono le:

ossia
o UL ¥ AR o ] A, L A, ) &
“ i R 7 A L~ g
ossia
~ N )
g o S Ll e et O Lo WWORE NG oy
. - ,/——‘\ ( . )\"“
ossia
il Sl U e d. d




ympleto dei

nosclamo 11 gruppo
detern re le evenlua funzioni
i nulle.
ol in se al posto delle & sosti-
\ X Y e indichiamo
ndenti, queste equazioni diventano
spec S [
lella s e Per il risultato
studiare pin particolarmente queste
le forze impr e \_X J la
tu dayy le X; sono percld un
X n sistema contro-

vamente due
le loro

mia Mem. cit.)

Se pereid di una forma quadratica ¢
menti. potremo con sole ( 1adratm
rispondenti a derivate sec nde covariar
Esaminiamo ora infine le (14). Se n

lecessivamente coethe d
) sultati corrispe
N gy = ( -
o ‘far {elle v
ner ybiamo in VIS @ inut
0 otian ol se X no
Pt 1 dl m nmel
‘ it > A X
D un t mazione X \_
Y SnGy NEE N ( XD
~ s
= — ‘ A
) m 1€ an( ¢
= 1aiN {
0=X,=
quivalentl
X
) — = > |
Z=\
( trasformazion
le con la S &
Otteniamo cosi finalment
] /

— X = }
111 I X permuta-
a /i equUagLon ,/,/,_
[l ) { 7 '/‘/1 /'.,/,/r//w,

wdente dal e mpo




mente sp ) ) . .
eventlualmente all’ identita) 0 ol 7 ) sultati d WOri (
sappiamo fai qua / 2 l qgueste 1o arsialy
st dele Wl / ) 1 leriv ( ( 5
rianti nulle e el 1h 2 , effettual con 8 / 1
ercheé ¢ CLasel ¢ co g 1 ( /
/‘ 1'C / f 2 ( (4] ) npo (
movementi. Siano X, ... X ) i infinitesimi della « i »
forma parziale g v ) corrisnondent 1 dey [ -
conde covarianti n (per ualehe valore di potrd essere 7, = 0 oppure
mi=0) e siano Y,...Ys le eve ili trasformazion: simili ammesse da
qua leuna di queste forme. Consideriamo il gruppo ¢ tto dalle Y, X
e da 1”"//" trasformazio Anile
\(/ X, dove =1"1'2 (i==7)
le forme 7 ali) ) ) all=ils, s ) ¢

soddisfanno alle (14). Sia r 7 0 gruppo 0 un Suo HOGruppo qu

siasi e sia > X —  unt asformagzione 1finitesima permulabi 1
ogni trasforma l; T ( tualmente identicamente nulla). I
dinamict (//»'_X ) dove ds® ¢ forma (11) Xo—1D aX al
e e rramonents anunsions Ldifrensnstali. ammettono T
sono ansi i qgenerali problemi d questo tipo.

I risultati precedenti non cambiano sostanzialmente (come & a
verificare) se una dell orme } Wi ST 7 I rma Si
variabile, ossia al quadrato d / renziale di una sola varial

B ora chiaro senz'altro, come ci attestano i metodi di Lie, che 1 inte-

grazione dei problemi precedenti deve presentare notevoli particolaritd: par-

I' ora 10 non

ticolavith che non @ per nulla difficile rilevare e di cui pe

occuperd, per non allungare il presente lavoro.




