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Matematica. — Suile tr wazions infinite ?
nvariata una o zinl v
del l‘wwi\.!wu\w nte ERNESTO PAS(

In questa Nota ci proponia di stabilire i teoremi pei ¢ in ‘et
trasformazione infinitesima, che lasci invariata la equazione X =0 (1)
abbia eguali a zero 1" invariante 4 o i covarianti C, e indi studiare qu
altre trasformazioni infinitesime piu generali che applicate alla X d
per risultato, oltre la X medesima moltiplicata per un fattore, un diff
renziale » esatto, ovvero una somma di differenziali esatti di ordini d
e di esaminarne il legame intimo colle matrici a caratteristich
cui abbiamo gia accennato nelle Note precedenti. Alcune di queste
mazioni infinitesime sono precisamente ’1"‘;' la cui esistenza. come

eremo in altra Nota, corrisponde all'esistenza di trasformazioni finits
diminuiscono, in un modo o in un altro, il numero delle variabili nel

forma differenziale data, ed & cid appunto che costituisce la loro notevol

1mportanza.

1. Not ) ¢ z 1 / P

( ( - 1ma

procedere

notazione uniforme per designare
varie n ¢l a caratteristica invariante contenut

della N




Porremo :

X mio o (J1 oo Jp L) (J1 - Jo 12) (M),

dove ai primi membri di questa formola si intendono le matrici le cui linee
i indici 7, ... jo tutti i valori 1,2 ,..7n,

ottengono dando a ciascuno de
ma laseiando fisso o; similmente indicheremo invece con (M'). e 'M'(, le
medesime matrici ma prive della prima colonna. lndicheremo inoltre con M
1 sola prima linea di (31) e con M’ la medesima ma senza il primo ele-

ne Queste matrici le chiameremo elementar:. Infine le matrici ottenute

une sotto le altre le linee di varie matrici elementari le rappre-

senteremo colla somma simbolica dei simboli relativi alle varie componenti.

[l Sinicallia ha fatto vedere, nella Nota succitata, che sono invarianti

ponendo le

caratteristiche delle matrici

eM 4+ [(M), + M) 4+ (M)ewy + I Mfere

eM S [(M), + 1Mt 4+ M, + (M)

dove s & un numero qualunque, & puo essere zero o 1, e il numero dei termini

dopo 1' s 4+ 1™ @& arbitrario, ma naturalmente scelto in modo che 1' ultimo

‘mine non abbia indice maggiore di », almenoché esso non sia (M),. Sono

inoltre ancora invarianti le caratteristiche delle altre matrici formate in

modo simile colle M', (M), JM'{. La matrice (31) della Nota precedente.
che comprende tutte le matrici elementari, resta cosi indicata con

M+ S [(M), 4 ME]+ (M)
o=1

Di queste notazioni faremo utilmente uso nel paragrafo 5, mentre nel
paragrafo qui seguente, dovendo spesso indicare quest' ultima matrice, la
indicheremo meglio per brevitd con la sola lettera E.

2. Trasformazioni infinilesime che laseiano invariata X =0 ¢ per
le quali ¢ C" " =0. — Se & C"~ =0, saranno zero anche tutte le C‘

per s=1,2,..7r—2, & percio la formola (10) della Nota precedente

diventa :
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mentre le equazioni a derivate parziali cui deve soddisfare 1'invariante .7
si riducono a:

in cui le { devono soddisfare alle (32) (33) della Nota precedente, se la =

deve lasciare invariata /’equazione X" =0, e devono invece soddisfare alle

sole (33) se deve essere w =0, cioée se la 5 deve lasciare invariata /a

forma X,

=0 sl1a

Se A deve essere costante diverso da 3ero, 'li><\f_’[|él che
una conseguenza delle (32) (33) nel primo caso, e sia una conseguenza delle
sole (33) nel secondo caso. Ora chiamando, per brevita, E la matrice (31),
E., quella ottenuta da (31) sopprimendo la prima linea, E,, quella otte-
nuta sopprimendo la prima colonna, e E,, quella ottenuta sopprimendo la
prima linea e la prima colonna, perché si abbia quanto abbiamo detto @

caratteristica, ovvero

necessario e basta che E e E,, non abbiano la stessa

(nel secondo caso) che h.. e ]‘;‘” non abbiano la stes caratteristica.

Abbiamo pereio :
Perche esista una trasformasione infinitesima che lasc: invariata
L),/m,;f«),uv X" =0 (ovvero /'/,\‘//,!/,zw,/m,//, la forma X) e per la quale

sta il covariante mentre A non sia costanie, ¢ necessario

basta che esisia una soluzione comume A di tutte le equazioni a derivat

/w/‘;uz// (& 1 cul (‘/Az'//"f'/'/i//// ¢ rappresentino tutli /m,\',\‘,/ li sistemi d
soluzioni delle equagzioni lineari (32) e (33) della Nota precedente (ovvero
rispettivamente solo (33)).

Se poi deve essere C= =0 ¢ A = cost. ma diversa da zero, allora

‘esistensa della trasformagione infinitesima ¢ necessario e basta ch

E e E,, non abbiano la stessa caratteristica (ovvero rispeltivament

BEo.. e B\, non abbiano la ssa caratteristica). Cio porte intanto cl

(rispettivamente E,,) deve essere zero, non potendo B avere caratieristice
maggiore di n— 1, e quindi dovendo E,, avere al Pt caratteristic
equale ad n.

La trattazione che di questo teorema abbiamo fatta nella Nota:
Trasformasiont infinitesime e forme ai differenziali di 2° ordine, pubbli-

cata 1'anno scorso in questi medesimi Rendiconti [(5), t. XTI, 1902, 2° sem.,

pp. 167-173, vedi pp. 171-172] & da modificarsi laddove si pone per con
dizione la complela integrabilita della X® = 0; cid perché & da osservassi
che A soddisfa 2n generale solo ad alcune ma non a fufle le equazioni

del sistema aggiunto alla X® = 0. Di quel teorema del resto non abbiamo
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né in altra, fatto aleun uso. C'é perd effettiva-

o ter . completa integrabilitd, caso tanto piu
101 yresenta pe — 1 cioe per le ordinarie equa-
‘ | i esso ch ' oliamo trattare.
1e 7 ziont (32) (33)
a caratteristica (e quindi B, sia zero).
¢ (o="1.:2 r—1)
2) (33) 1c0N ilmente a:
- ~ 20
(5) > ) P ( )) S 0
Vella equazione ) n le incognite ¢V, e nella (0)
) compar lo 4 ) 7 QUALUN(
0 /] ( (4) NVANRO mpre valori LY ch
/ 5), allo { L LU quazioni a derivate par-
i d wa cosiddetto agqiu 1 nazior X =0 ('), e quindi
uazioni d t aggiunto ndo una soluzione comune, la
= () sar / nen Jrac 2 la ard propriamente il

A (*). Abbiamo dunque



che nel caso indicato rd { a la t asfori one infinitesima =
he lasei invariala X 0 ¢ necessario che X 0 sia comnletam
inteqrabile, ¢ allora per la ricer il Ao o {
integrale di XV =0

E da notarsi che pe — le variabili ¢ spariscono, e quindi allora
le sole ¢’ devono soddisfa (4) e le (5), e pereid le (6) non rappresentano
piu tutle le equazioni del sistema aggiunto. Quindi & solo “”' | e
vale il in,w'-’wl--mw teorema

3. Caso in cui ¢ anche 4= 0. — Facilmente po 01 tabilire
il teorema per 11 ceaso 1n culr S CU=Y — 4 —1(: caso che & specialmente
per noi interessante perche sono le trastormazionl infin ime ad ¢ ) relative
she si presentano per uno dei problemi di riduzione di Pfaff

In tal caso le equazioni cui devono soddisfare la & sono tutte omogenee
e sl ha:

Cond 17 / (
nfinitesima ch y X — 0 ( )
X)) e per i / ¢ o= ( nte A, ¢ (
ero la matrice B (o0 7 v By 1)

E dopo di cid passiamo ad una categoria pilt generale di trasformazion
infinitesime.

{. Trasformazioni in che las inw /
XM =0 « no d fer ) — Una categoria di trasformazion
infinitesime che ¢ wria di considerare per le applicazioni che do
vremo farne in seguito e che pilt generale della precedent quella delle
trasformazioni che applicate alla X danno per risultato, oltre che la forma
stessa moltiplicata per un fattore, una somma di differenziali esatti d

ordini, e propriamente :

(7) w X V \r7|i(
— 7

dove V sia una funzione ta delle z, e V V=1 gsieno delle forme
liffevenziali di ordini 1,2 » — 1 formanti una successione di quelle che
abbiamo chiamate i ]1la Nota precedente, cioé t li che 1 coeflicient:
v 1.2, ..o — 1 indici di V% sieno tutti quelli che compaiono in V=]
Diremo che (a trasformazioni infinitesime lasciano invar atla luo
X" — 0 a meno di differenziali esatti. Se p =0 allora diremo

equasLon

invece che esse lasciano
esalli.
) necessario perd. pu

la quale, dovendo sceglier

invariata la forma a meno di differenzial

ima di procedere oltre, illustrare la ragione per

¢ una somma di differenziali esatti, abbiamo scelto
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precisamente una combinazione del tipo del secondo membro di (7), che &
in apparenza di un tipo abbastanza speciale.

L'idea di cid ci é stata naturalmente suggerita dall'osservare il modo
con cui ¢ fatto i1 secondo membro della formola che da il risultato del-
I'applicazione di una & su X (v. formola (10) della Nota precedente);
noi osserviamo che il secondo membro della (7) pud solo porsi eguale ad
un’ espressione che sia del medesimo tipo delle forme differenziali X, e
cio perché nella Nota precedente abbiamo appunto fatto vedere che tale
proprietd deve avere in ogni caso il secondo membro di (7). Ora nella

Nota abbiamo anche dimostrato, servendoci di formole precedente-

mente ottenute, che una combinazione come il sommatorio che figura nel
econdo membro di (7) é una forma differenziale del tipo X, ed é questa
la ragione per la quale siamo indotti a porre la (7).

Mediante la (10) della Nota precedente la (7) da:

(8) I 2 X (V— ) (e 1|/("),/'f~(\' ¥ — W)
w

donde ricaveremo le equazioni lineari cui devono soddisfare le &, e la u

(V—A4=—F
[ Vo — (e — Fe

ervando che ¢ una forma differenziale di ordine ¢ i cui coefficienti

sono tutfi la differenza di quelli analoghi in C® e V¥, e tenendo presenti
1

tutti gli sviluppi eseguiti nella Nota IV, ricaviamo che le suddette equa-

zioni lineari si ottengono dalle (24) (25) gia trovate nella medesima Nota,

ponendovi in luogo di 4 e di C¥ le espressioni I e F

S? nno cosi le equazioni:




per il caso di r pare, ¢

DI

2 (e jrd) = p) e P 1 0y Al
i L4 Svvg
T, y-IF
) A 2
(L) f,,/l--g/z—./,,n*, — T J"./‘ railils
) c oF
2 () &§i=pX; — =

per 7 //'(\‘m/r/,
La matrice dei coefficienti delle & in queste equazioni lineari mon &
pit la matrice E, ma quella che colle notazioni del par

afo 1, resta rap-
presentata con

(12) (M), = My - (Mg - -

Formando ora il sistema di z - 1 equazioni:

si riconosce che per l'esistensa della trasformasione infinitesima della indi-
cata specie ¢ necessario e basta che la funzione F e i coefficienti delle

varie B® soddisfacciano al sistema di equazioni a derivate parsiali:

(14)

se r ¢ pari (ovvero ad un sistema di analoghe equasioni, ma prive del-

Uultima parte, se r é dispari), in cui le & rappresentino un qualunque

sistema di solusioni delle (13); o, in altri termini, ¢ necessario e basta
che esistano delle ¥ soddisfacenti a tulte queste equazioni a derivale par-
siali. Se poi in (7) deve essere pw =0, cioé se la E deve lasciare inva-
riata, a meno di differensiali esatli, la forma, non lequasione, allora

[ra le (13) bisogna sopprimere la prima.







Se poi si vuole che anche £ sia zero bisogna ancora considerare
equazione

(20) L

La matrice dei coefficienti di tutte le equa

lineari cosi ottenut
precisamente una di quelle considerate nel paragrafo 1, e quindi possiam
infine stabilire la seguente corrispondenza generale

'esistenza di trasfor-

mazioni infinitesime che lasciano invariata la equazione X — 0 la
forma X) a meno di differenziali esatti dell' invariante .7 e dei cov wianti (
e le matrici a caratteristiche imvarianti :

All’ annullars: della matri

eM 4 > [(M), -~ M 1M -+ (M),., - 1 (M)

:.\l»‘»—\_'t\lﬁ M) -+ (M), , +3M -+ (M)

(s — s ¢ dis )
( 70 1, ¢ sponde ¢ di 1 &
ner le qua r0 covariante ( 0 zer
condoche e=1 ovvero ¢=0. e che laseiane ¢ —
(L—e)dra+ > 1—11() (
= e 0
Se qu v ha caratt s G
0
Se por in luogo preecedenti mati consid
presentate colle M' si ha U'analogo teorema. me alivo a ) X
giche all’equazione X = 0.
§=7r—1ed e=1 si ha il teorema ottenuto direttame
para 3
istenza di siffatte trasformazioni infinitesime corrisponds po1, com
abbiamo gid detto e come dimostreremo nella prossima Nota, 1'esistenz
trasformazioni finite che diminuiscono il numero delle variabili nella forn
data, a meno di differenziali esatti.
6. Jor differenziali di 1° ordine ¢ grado. — Come gid altre
volte, stabiliamo ora brevemente anche i teoremi relativi alle forme di 1° o1
dine e »™ grado ( II, § 5 e Nota III, § 5).

RENDICONTI )03, Vol. XII, 2° Sem




generato da una corrente c

lell’ Istitut

che eircola in

Nota III,

della

=((—)=eN S X ) B
I I (10) della Nota precedente si ridu 1
— pd Q=D - T;
(M) M{ n¢ in quest che la JM{,—, e
spettivamente
M 0, X 2 X =
= e r =
Y firy N ] /
: | |
e e = st
I nX s1 rie ce subito che, a differenza che nel
1 si ha 1 annullarsi identico di C”—V, perche
rmini di L“ contenenti i ¥ non essendo
1 LA 1 ) ) 1$formasziont nfini-
X 0 7 el differenziale de
/ ner | Tual contemporanea-
/ ( Ji trasformazioni infinile-
f 7 @ matr IM{,_, -+ (M)
a. — fector Nota di A. SELLA,
C1 P. Bras A
I ( . Gerosa ha pubblic nell’anno 91 una serie di ricerche
to ir inti da lui esegnite con alcuni suoi collaboratori ('), intorno
influenza di certe azioni elettromagnetiche sopra 1'isteresi dei metalli ma-
neticl. Ricorderd qui solo i risultati che si riferiscono alla presente ricerca
che malgrado la loro importanza sono forse sfuggiti all’attenzione generale
(nello stesso trattato dell' Ewing, Magnetic Induction in Iron, 1900, le ricer-
che del Gerosa sono riferite molto incompletamente)
Un fascio di fili di ferro, p. e., & sottoposto ad un campo magnetico
esterno, che si fa variare fra dati limiti; un magnetometro permette di
costruire il diagramma di magnetizzazione del fascio. Tl campo esterno &

una bobina concentrica al fascio e

Lombardo, serie II, val. 24, 1891,




