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Matematica. — Le trasformazioni infinitesime appli
forma differenziale di ordine r. Nota IV del Corrisponde

ErRNESTO PASsC

altre mie p:m,uiw;m Note ('), mi propongo ¢o

questa di ricercare il risultato dell'applicazione di una trasformazione infi-

nitesima su d 1 forma X e indi dedurre di qui i teoremi relativi
casi in cui 1 wsformazione infin lase lata o la equazione
X 0. ovvero particolare, la X

: o) N = rma
X Op
(1) E=> &=
suLia

tenendo conto della formola (24) della Nota I e osservando che al solito

N J\__

Y

I ti (5), t. XII, 1903, 1° sem., pp. 325-332

(") Quest
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1di tenendo conto del simbolo introdotto colla for-

che I'ultimo termine della seconda

seriversi :

Jonsideriam a 1" invariante

i covarianti ( considerati nel paragrafo 4 della Nota III,

I1 4 w{HI'.::]> 3 B O 1) wphwh questa espressione !vl]”?l{l"'lr' SCriversit piu

S (—1)(")d



cioe:
DIV (A DN (el PETS PP
=3 35 () (") e e are

onde la precedente espressione pud seriversi:

2N (4] PR Gl PR Tu P

e la quantitd in parentesi quadra &, per effetto della formola generale (1
della Nota III, eguale semplicemente a
X
onde infine si ha:
(8) DA ()X £
di cui la parte da / 1 a A=7 equival la (3); possiax
vere (sostituendo a X" il proprio valore)
0 =) — s NF e - (0 2
(9) EX" = A+ 3 1) () C

35S \Lf\"’——,\' _1,&‘

e

e l'ultima parte @ precisamente della specie dei covarianti D co

colla formola (18) della Nota precedente. Essa

sarebbe propriamente D

ma, come abbiamo a suo luogo osservato, 1'indice di D per una X fon-

damentale non pud superare » — 1; la comparsa di D™ in (9) dipende dal
fatto che nella (9) compare anche la C’ che neanche ha significato p
una XY, mentre invece la combinazione della C“ colla D, cio

— C" - Do se 7 & dispari

+C”+D se 7 @ pari,




costitu

yrecede

non dipe
Abl

(10)

)

saminando

r—1)

1mp

1

renziando 7 v

formola

e Y

considerata colla formola (19) della Nota
» per una forma fondamentale di ordine
X a che indici.

tante Iormola generaie

lell'altra mia Nota: 7 13i0ni fi

pubblicata l'anno scorsc

(10) — Il secondo membro della

1 li lin simo Lipo
ma e u arve, ( per a'A ¢ Ley,
) itermed cioe per
1) (
i
plicato pe ) li due d, cioe pe
gli indi uperiori & sempre

e (11) servendoci delle identita fra le

la Nota I, e di altre formole che abbiamo

2 che 1e ¢ facile comprendere, ha
124, 1 1(
12101 infinelesima aa
uogo ¢ 7 rma differenziale ¢
/
enere no yresentava per le forme di se
po della X non & un tipo particolare, ma
scond’ordine & una X, E per » 2 che la

una funzione, & di tipo speciale,

0, come abbiamo in altro luogo dimostrato (*).

(17) della Nota III, si osserva che le C'*

formano una successione perfettamente analoga a
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quella dei covarianti evidenti di X, e di cul abbiamo trattato nel para-

grafo 1 della Nota preceden Ora noi abbiamo nel medesimo luogo trovata
la formola per il differenziale di ordine qualsiasi di una X (v. formola (5)
'lr'\iu‘ Nota 1II); potremo dunque cominciare ad aj ¢ la predetta formola
cambiandovi le X nelle C. La (11) diventa:

(12 2 2 {
dove ¢ (Bftrg: 1 intende una e sion 12 mediar offi
(13) — Sl )
X (r= ¢ formata mediante 1 cienti X,
Staccando la parte per 4 = 0, ponendo

ed ndo
S ne(D)= 0 se s dispm
—32 se 7 € pal
S (—1)e (Tl =—1
s1 | ( 11) pu rive

7\_ ' }l“ N e dispari

(15) 90 — \‘<”)<< = se r & pari.




E da notare che in

S

queste espressioni pare che compaiano i coefficienti

C a 7 indici inferiori, e per le (13) tali C porterebbero con sé le X a
- 1 indici inferiori, le quali non esistono per una X’ fondamentale; ma
ud verificare che i suddetti coefficienti ¢ compaiono in (14) (15) solo

Per la simmetria delle formole a noi perd conviene econ-
ndo » — g = sostituendo a C“— il suo valore dato dalla

f (4) della Nota III, la (14) pud seriversi

S e e S e 0 Dl
notare che i simboli a doppia parentesi sono costruiti prendendo
tu ndamento le C e non le X, donde la ragione del C segnato
co 1 bass
ST e et R N
pressione possiamo trastormaria in:
- SN Skl Ne SH((T)s M
S8~y Se( L) pamrny
( della relazione fra le J rappresentata dalla formola (20) della
| N SCIIV e (mutando anche seo Bp—m 1D Jma oo Jp)?
=X \"»’)(‘ o i))e 0
lla qua mola, essendosi ottenuto che ogni termine di (12) viene ad
per fattc u resta pertanto dimostrato il teorema enunciato in
1cipio di qu paragraf
E ut osservare che la dimostrazione che (11) é del tipo della X
1on dipende affatto dai valori delle C, ma basta che le C formino una suc-
cessione analoga a quella dei covarianti evidenti, cioé che i coefficienti ad

gual numero di indici in una C% sieno eguali rispettivamente a quelli di

ogni altra. Chiameremo canonica una siffatta successione. Resta cosi provato

anche questo fatto importante che: ogni espressione del tipo

S e (g)ee v




dove le VW /',,,r,,,,,,‘, una successione canonica, € una forma differenziale
del tipo delle X, cioé del medesimo tipo da nor considerato sempre i
que ste ricerche.

La (16) pud scriversi diversamente: fissato un sistema di indiei 7, ..

con essi possono c

4 0 AT 5 A
rulrsi ( 1 ) simbolr (( . my Jm+1 s J2)) @ d1 cul

il gruppo dei primi indici sia formato di . indici e il gruppo dei secondi

sia costituito dei rimanenti ¢ — m, ricordando che quei simboli sono indi-

pendenti dall'ordine degli indiei di ciascuno dei due gruppi. Osservando che

indiei 7 deve avere tutti i valori da 1 a nu

in (16) ciascuno d
delle variabili #) e che quindi nel sommatori )no compresi tutti quei

0 - y
( N ) simboli costruiti nel modo suindicato con j, ... j., possiamo, senza alte-
rare il sommatorio, sostituire a ciascun simbol la somma 1 tutty 1 :“ )

g 0 . X
suddetti, e indi dividere pe: ( ) Cosi operando per ogni valor 2. si

riconosce che, 1do per brevitd

(17) [ v Jolde = (71 2 Jeioe- o)) = (J2r J1 J5 - )e -
- 1 ]2 ))e =+ ((7, N MNe =
o
-+ (( 127+ ((J ) L

di cui & ben evidente la legge di formazione di ciascuna rica, e quella con

cui si succedono le varie righe, la (16) pud scriversi semp

(18) =

e questo & il valore della (11) per » dispari, mentre per » pari bisog

Possiamo verificare che, come abbi

ancora aggiungere —

le C con » indici inferiori sono comprese solo in apparenza. Gia

intanto non s1 presentano che nella parte per cui @ o = 7, cioé in

Tenendo presente la formazione di (17) e quella dei simboli s lai

(v. Nota IT) si riconosce che in (19) comparisce C;,.-;,. col ¢

(1) [(])—(f)'f(:f)‘ 7_'7”7‘/;7‘};




A

ciot — 2 se » & pari, e 0 se 7 & dispari: quindi se » & dispari quel Cj--;
non comparisce in (18) e quindi in (14); e se » & parl Vi comparisce col
coefficiente numerico -2 in (18), e quindi col coefficiente zero in (15).

. Relasioni cui soddisf | nuovo simbolo (17). — Il simbolo (17)
20) —— i — [/ - 13+ (7 - ) -+ ((7 471+ 70))=0.
I ti el 3 la re me (v. la formola (2) della Nota II)

(( o )) — (( ) ) =
— ({ y ps )) =0
Mediante questa formola si vede che ognuno dei 2¢ — 2 termini di cui
7 15 si distrugge con due di quelli di [[j, Jj]] i
1 no in nu ] 28+ —2 restano solo
(2¢0+ 2) —2(2°—2)=2

nini, 1 no quei soli due simboli a parentesi doppia rotonda con-
iti in [[Jy...] ] nei quali 1'indice j forma gruppo a sé, e propria-
e forma o il primo gruppo o il secondo gruppo degli indici. Tali due
ermini si distruggono coi due ultimi della formola (20), la quale resta

cosi dimostrat

Un te, estensione di quella data dalla formola

(20). e di eni anche dovremo servirei in seguito e la seguente:

Poniamo per

¥ ] 7o | V=0

dove le Z sieno i coefficienti di una forma qualunque Z, e coi coefficienti V
formiamo i simboli secondarii e principali.

Dico che a in g ral
(20°) ((71 - Jr Ne— (C71 voe Jm s 01 vee 39))z = (21 ooy 5 J2 ivedm))
Questa formola si riduce alla (20) per » = 1; basterd far vedere che veri-
ficandosi per » si verifica per » 4~ 1. Ora si ha (vedi Nota II):

J By i By )y = —“I‘V— (Gt serfmssini o ge) v ((fhesmdm Bostlat-nt0));

((71 4

onde, sostituendo a ciascuno dei termini del secondo membro il suo valore

dato dalla (20') che si suppone sussistente quando gli indici del secondo
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ppo del simbolo (( )) sono in numero d

la stessa lwr»w'vxiu",‘ identita ma

ma per 1 indice » —- 1

Da questa si ricavano poi le altre:
9
(2L)

€ llk].!‘.tll

specie:

\ ) —\
\
\ = i)
(20™)
| _——d
[
Cid posto, si pud stabilire una formola s
Si ha

e adoperandao la (=

renziale di d, e ossery

>3 ] day 87, —
3 i \_,lt )) = (( )] J n
+3 St mfer —asa, |
e se nell'ultimo termine mutiamo o in ¢ 4 1, indi poniam
Jo+ iduciamo e raccogliamo in modo conveniente, abbiamo inf

D) (5

cui dovren servirel in

formola di
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anziche per le V, si

ata 1

dimos

principali di prima e
) | D
pel 1 )
p disp
1 s
J
N T
6H) dell \ I

seguito.

riapplicando poi

du
glunge
(20°).
li se(
le d
da i

n luo
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Trasformazion: infinitesime che

‘0 la forma X,

ovvero che questa

Lano

seia invariata la X =0, quando si ha:

-Je1Je 95 ..

(22) EX" =puX
Se w==0 si dird che la Z lascia invariat
le formole (10) (14) (15) (18),
L =u —d4+> D[]
— 7 2d e eguale ad 1
arag 1 coeffici lelle medesime
> ) £ X — Sl
o -\ A
> . = u X . — s
=0 7 1
(24)
. A -
N ) & =) - +C[/7
‘ ) A
N ) ’:’ I
i A
> (71 1) Ei=—u A . <
£\ f 7
|
|
N ( r v
> g1 8 & =pX o, — —
(25)
(= r A L[
l,/!/ L=pX T 3 = Ay
AL
L) ) cata ne
atta tabilire que

ste definizioni per »

/

nvariala a m/m/;[u//«

) ammette la trasformazione

L),
la (22) diventa:

a la forma X

—[-—:tl'

Se 1nvece 7 ¢
0

nari.

si hanno le equazioni:

[eerolc
g

120

I S |
[ el ]

1 1902 in questi Rendiconti, non
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per r dispari. La legge con cui, in ambo i casi, si succedono i primi membri

delle varie equazioni é evidente: si alternano i simboli principali di prims

e di seconda specie, a cominciare da quelli di prima specie. Inoltre quest

equazioni devono sussistere per gualunque sistema di indiei 7, 7, js..
A queste equazioni bisogna poi aggregare le altre:

(26) d» Xibi= 4

(27) > ((&yJs oo 7o) &i = Cjyee (o=1 ;25\ an-q)

alle quali ultime se ne possono sostituire delle alt

Basta percid ricordare che (v

( Jott— 2((2 1.)) = () ) se p & dispari
(28) )
Capagsg) — 1248y v 1)) =} 91+ it se o & pari
e percid sottraendo da cia (24), a com e dall 1
corrispondente (27) moltiplicata per 2, si ha il sistema:
= -
SR e !
- 1
I 3y s it E= uX ak — - )

(29) <=

che insieme a (26) e (24) costituiscono

¢ devono s £

Adoperando poi le medesime (28) in cui si sia tr sportat ermir

negativo al secondo membro, e sommando alle (

seconda, le (27) moltiplicate per 2, si ha l'altro sistema:

\_l e ) & Xl e

7

(80) { ="' i S pK/




do come ineognite in ciascuno di questi due sistemi le & e u,

/A 1VEen LI aALLE S a noa Int
o i1l dott. Sinigallia ('), estendendo 1 metodi
il second’ordine, e valendosi delle formole
ne t 1te nella Nota II.
te le singole linee della matrice (31) per

lo che le £ non mutino scambiando fra loro

formiamo le » -1 equazioni lineari

11 questc 1stema.
26). (24). (29). ovvero (26), (25), (30), ordi-

1 comprendersi, per queste {, sommando e te-

tano el 1inate le 1incognite § e 1, e s1 hanno

oddisfare | invariante 4 e i coefficienti dei co-

ysformazione 1nfhnitesima che lascl invariata

omprendendo in una formola unica i due casi di »




pari e » dispari:

(34) 0=CA—> D (&, +¢

Variando le ¢ in tutti i possibili modi, soddis iti pe

(32) (33) si ha un sistema di equazio leri )a cui d

disfare 4 e le C. D'altra Se {) 8 ydd tutti
i sistemi { che soddisfanno (32) ( ( 10
medesime combinazioni lineari di guelli di egual posto in (32) (33 qui

impliando la matrice (31) con un’ultima colonr

sistema

pendenti da & e w

sono precisamente i coefficienti

no le medesime combinazioni

risulta che la matrice (31) cosi ¢ ta ha la stessa car 100

(31), il che, come & noto, basta per concludere che le equazioni (26)

(29) ammettono almeno una sol

comune. Dunque
lizione necessaria e Sujf nerch ina L -

estma = lasct invariala 1 ¢ 13ione X

Iy

ma (34) di equ

Se invece della equasione X =0 si vuol considerare 1

bisogna porre w =0, quindi la matrice (31) risulta priva d )

>) scomparisce, e le (34) devon

lonna, la equazione (32

5 ¢ soddisfacenti alle sole equazioni (33).

Nella prossima Nota studieremo i casi notevoli in cui per la = d

"invariante 4 o i eovarianti C

Zero




