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Al =
due parallele tirate per un punto fisso O alle varie normali di =. Occorre
e basta percid che queste normali distino da O della lunghezza costante

o G . . : ; (0]
d = -, cioé tocchino una sfera di centro O e di raggio R — tg - . Dunque:

Le superficie 2 richieste sono le evolventi delle sfere col ceniro in O.

Cos1 ¢ risoluto geometricamente il problema di trovare le rappresenta-
zioni equivalenti del piano ellittico (sfera euclidea) nelle quali le coppie di
punti corrispondenti sono a distanza costante. Il problema d’applicabilita
proposto & ora ridotto al problema d’integrazione della corrispondente equa-
zione (@), che qui non verrd ulteriormente discusso.

Terminerd coll’ osservare che il problema delle rappresentazioni equiva-
lenti sopra considerate, si pud generalizzare e risolvere direttamente sotto la
forma seguente:

Trovare quelle rappresentazioni di una superficie di curvaturae co-
Stante sopra sé stessa melle quali sono soddisfalte le condizioni sequenti:
1° le arece delle figure corrispondenti siano in rapporto costante h; 2° la
distanza geodetica di due punti corrispondenti P, P sia costante = o.

Si dimostra facilmente che queste rappresentazioni si costruiscono, nel
modo piu generale, prendendo sulla superficie una serie o' arbitraria di
circoli d'egual raggio e ad ogni punto P di un tale circolo facendo corri-
spondere quel punto P che si trova sulla geodetica normale al circolo, alla
distanza o da P. Per es., nel caso di un piano la formola che lega il raggio R

; o
del circolo alle costanti o,/ & data da RZIT/z' Per le rappresenta-

zioni equivalenti (h==1) la serie di circoli si muta in una serie oo! arbi-
travia di rette.

Meccanica. — Casi particolari del problema dei tre corpr.
Nota del Corrispondente PAoLO PizzrTTI.

Per tre corpi soggetti alle mutue attrazioni newtoniane, gli unici casi
nei quali si mantengano invariati i rapporti fra le distanze somo, notoria-
mente, quelli in cui le posizioni e le velocitd iniziali siano tali che i ftre
corpi, o si mantengano costantemente allineats, ovvero restino ai vertici di
un /riangolo equilatero. (Laplace, Mée. Cél. Livre X).

Il sig. Lehmann-Filhés (Astr. Nachr. 1891, n. 3033) ha dimostrato che,
analogamente al 2° caso, quaitro corpi ('), possono muoversi in guisa da
essere costantemente vertici di un tetraedvo regolare, e che, a generalizza-
zione del 1° caso, corpi in numero qualungue possono restare allineati man-

(1) Sottintendiamo qui e poi: corpi soggetti alle sole mutue attrazioni.
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tenendo invariati i rapporti delle distanze. Il sig. Dziobek (Astr. Nachr. 1900,
n. 8627) ha studiato casi interessanti di configurazioni piane di 4 corpi,
per le quali pud aver luogo il movimento omografico. Egli parte dall osser-
vare che il movimento & certamente omografico (salvo, ben inteso, le oyvie
condizioni cui devono soddisfare le velocitd iniziali) quando la configurazione
sia tale che il potenziale delle mutue attrazioni Newtoniane abbia, in ogni

istante, un valore identico a quello che esso avrebbe gualora la forza mutua

fosse proporzionale alla semplice distanza. Non & perd evidente « prior: che
sia questo 1'unico modo per realizzare lo spostamento omografico.
Trattiamo qui generalmente e direttamente il problema del movimento

o di Newton (la ricerca vale

omog o di » <."wl'i attraentisi secondo la leg:
ugualmente per il caso in cui la forza sia proporzionale ad una potenza
qualunque della distanza). Dimostriamo come, nel caso di corpi non compiant,
1" unico modo di spostamento omografico & quello omotetico (centro di omo-
tetia il centro generale di massa) e in particolare nel caso di quatiro corpi,
quello del fetraedro regolare studiato dal Lehmann-Filhés & 1'unico possibile.
Pel caso di corpi in uno stesso piano troveremo agevolmente risultati noti,
e finalmente per z corpi in linea retta mostreremo come 1 invariabilita dei
rapporti delle distanze mutue sia (salvo un caso eccezionale) una conseguenza
‘o della i}rﬂtr,\\i dell” allineamento. Per brevita di discorso ometteremo
sempre, in quel che segue, di enunciare le condizioni relative alle velocita
iniziali, le quali condizioni risultano evidenti nei singoli casi.
2. ('w"r/' non contenyuty tn uno Stesso piLano. “i\}rctf“ ad assi cartesiani,
di direzione invariabile, coll' oricine nel centro cenerale di massa, siano
Zi, 1,2 le coordinate della massa 72 al tempo 7; A;, B;, C; i valori di esse

per £=0. Siano poi e , ey, &3 , B1sB2+fs 5 Y1, Y2, ys 1 coseni di dire-

rtogonale mobile, invariabilmente legata alle rette che

zione di una fterna

uniscono 1'origine agli # corpi, e sia 6 una funzione del tempo che ha il

valore 1 per £=0. Potremo scrivere, nell' ipotesi del movimento omografico:

\ Z; = (o, A —J~ a, B A‘L az C;) 6,
(1) Yi = (B A+ 8. B:+p:C) 0,
(& = (7, A; - 7. B: - 7 C)) 0.

9 "Ji:\ 7 & i s
(2) =y Gl

(assumiamo per semplicita uguale ad 1 la costante dell attrazione) potra
seriversi

(27) A;

d*(bey) d*(Oas) | d¥(Ocs)
—— =2 L (

LB 155 =

di* ! d1? T e
o, (As— A) + @, (B — li,]”—}—m{z;ﬂj. — (';}

= Ms

6% — D2,
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Abbiamo qui indicato con Dy, #; i valovi, al tempo O e al tempo # rispet-
tivamente, della distanza (7, ;). Si ha evidentemente

Asi—101FE

Scrivendo le altre due equazioni analoghe alla (2) e moltiplicando poi

per @, 3, ,y; ¢ sommando si ha

o \ a: (Hu ) | > (Hn ) \‘ ? (///( )
(3) A; 1) %1 }— B; \l(l 7! + ) ——— =

dove col simbolo S & indicata la sommatoria estesa alle tre lettere . g, y.
Poiché i corpi non sono in uno stesso piano, la matrice dei valori
Ai,B;,C; (/=1,2..%) ha caratteristica 3. Quindi dalle equazioni (3)

lecito immaginar dedotti i valori delle quantita

{ g° \‘ d*(0c,) 4 I d¥(Oas) H?g d*(fees)
(2) % r// 2 I\ 1 di* y A X dl?

1 funzione di quantitd che sono indipendenti dal tempo; sicche, perche il
movimento risulti omografico, occorre che le espressioni (4) si riducano a delle
costanti. D"altra parte indicando con 7,y ,o le componenti, rispetto agli
assi mobili, della velocitd angolare di rotazione della terna mobile al tempo ¢,
e valendosi delle note formole

d
(—al:om—xa; 1,2,3) (m,x,0)
dt D

e facilissimo esprimeve le (4) per mezzo delle 7z, % ,0 e delle loro derivate
prime 7', ¥, o' rispetto al tempo. Si hanno cosi le equazioni

\ 020" — 63 (Q‘l _{_ Xl) =
(5) ¢ — 26°000— 6% | 6Py =10
/ 0()7+H‘ —{—anr:(’

I

ove «,b,c sono costanti. Se invece che coi coefficienti e, ,f,,y,, si com-

binano le (2) coi coefficienti @, , 3, y. oppure con e, s, ys, si ottengono
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le altre sei equazioni

26%0'0 -+ 0% - 6°nmy —=d

\ 620" — 63 (0° - 7%) =¥’
) — 26w — 637" - 0%y = ¢’
(5

— 2 6%y — 0% | 63w = 4"
/ ‘_’H:UVT—_‘L /‘/'.T'—}— leﬁ)://”

620" — 6% (w2 - x2) = ¢”
Da tutte queste si deduce subito
03wy — cost . 0°x0 = cost , 6%m — cost

Sono quindi costanti i rapporti 7w : y: o, ossia 1'asse istantaneo di rotazione
ha direzione invariabile rispetto agli assi mobili, e, per conseguenza anche
rispetto agli assi fi

. Potremo dunque porre 7 — y = 0, assumendo 1’ asse
delle s come asse di rotazione: con che le precedenti nove equazionl si
ridurranno alle

] S

6% — COSGRIEES) Hif;'y - 630" = cost 20 Q-Z = COST

alle quali si pud soddisfare soltanto in uno di questi due modi

2 2 or=—)
(6) RS
( 6°0" = cost
l/:(;('.\r
Il § ¢
{ 06 = cost

il primo dei quali corrisponde a un semplice moto dilatatorio, omotetico,

pel- quale ognuno dei corpi si muove sulla retta che lo unisce al haricentro
generale; il secondo corrisponde a un moto rigido di rotazione uniforme
attorno all’ asse z. Cominciamo dall’ escludere subito questa seconda soluzione.

Poicheé la equazione differenziale

- = > m

darebbe in questo caso

(7) u:\_m;%“‘ . (s==17)

Ora, i cory

1 non essendo compiani, ve ne sard uno pel quale la C; ha valore
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massimo (o maggiore di tutte le altre C, o per lo meno uguale alla C di
aleuni altii corpi e maggiore di quella dei rimanenti). Per un tal corpo i
termini nella sommatovia son tutti negativi (o per lo meno aleuni nulli,
altri negativi) epperd la (7) non pud essere soddisfatta.

L’ unico possibile caso di movimento omografico, per corpi non compiani,
e dunque quello omoletico espresso dalla soluzione (). Possiamo allora sosti-
tuive alle (1) le equazioni

=10\ Yi= UBL , & =00;

e le (2) diventano
d*6 = A\g > A«
s = T3 S s —
«/f' 6° T D;

(8) A;

Astrazion fatta dalle ovvie condizioni relative alle velocitd iniziali, condizione
necessaria e sufficiente perché il movimento si verifichi nel modo richiesto,
e quindi che si abbia

—u i — B; e
(9) L\/ A A ,l\ Os = ,R‘ 1\ L =L
: A; = D? B; —
6 che il valor comune di questi tre vapporti sia indipendente dall' indice <.
Abbiamo dunque 37— 1 equazioni di condizione fra le A;, B;, C;. La con-
dizione che 1'origine delle coordinate sia il centro di massa & inclusa in
quelle. Infatti, posto

10 gr g K
(10) der — )
le (8) (9) possono scriversi
- A, —A
N St O
& ";"I{A l) hAz
sutipabry g i
(1]_} )_ Ms—— [’;—:—l\ B;
( Nty S
& D%,

le quali moltiplicate per 7 e sommate rispetto all’indice ¢ danno

(12) S miAi=> m;Bi=> m;C; =0
“ o o
Dette R, R, le distanze di uno qualsiasi dei corpi dall’ origine, ai tempi

¢ e gero risp., la (10) pud scriversi

U R

Q ’/
(13) W R?
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Ognuno dei corpi si muove dunque verso il centro di massa, come se ivi
fosse concentrata una massa KSRGS
S. Cast particolari. Per n—4. assumiamo il piano zy parallelo a

quello dei tre corpi m, , m, , m, per modo che A, — A, = A,. Allora la

prima delle equazioni (11), postovi successivamente ;=1,2,3, da

y Ay O

A, — A A, — A,

)3 FREN DR
quindi

L)u:D:x:D‘a

Similmente si proverebbe. che Dis = Ds3 = Dy ecec., sicche il tetraedro
dev’ essere 7 gocare.

Chiamando D7il lato del tetraedro, e lasciando nuovamente arbitraria
L orientazione dei piani coordinati. o facile vedere, tenuto conto delle (12),

che le equazioni (11) si riducono tutte a questa unica

1) —:- oy ,\L. Iy L Hty = I{l)

la quale determina la costante K da introdurre nella equazione differen-
ziale (13).

Per — 38, Se 8iI pone a 1;1‘i0)‘i la L‘Oﬂdi'/iil‘il_'ll,‘ che 1 (ﬁOl‘])i si trovino ai
vertici di un parallelepipedo rettangolare, si trova facilmente che la cosa
non puo verificarsi se non quando i lati sieno eguali, e le 8 masse pure
tra loro eguali. Per un ottaedro (2 =6) avente tre piani ortogonali di
simmetria, le masse devono essere uguali in due vertici opposti, e le con-
dizioni (11) possono essere soddisfatte da valori positivi delle masse, purche
il rapporto fra la pid lunga e la piu corta diagonale sia < 1/3 .

4. Casi di n corpi in uno stesso ptano. Assunto come piano zy quello
nel quale, per =0, si trovano gli 7 corpi, e considerata, come nel n. 2,
una terna ortogonale rigidamente connessa ai raggi projettanti i corpi dal
centro di massa, le coordinate della massa 7; al tempo ¢ saranno esprimi-
bili con

[l

| i (1 A @ B;) 6
(14) ¥i = (81 Ai - 3, B;) 8
| & =(n A7, B)) 6

ove A;, B;, 0 sono i valori delle coordinate stesse per /= 0. In modo ana-

logo a quello seguito nel n. 2, otteniamo qui, in luogo delle nove equa-




zionl (5) (5), le sei equazioni

026" 0° (g - 0°) =«

\ — 2600 — 6’9"+ Py = 0b

W 2000 —+— 0°0 —+ 6°719 — ¢/
(]y) ‘ ,\ | S | / )
60" — 6° (0° |- %) — b

47’1»(,' — 6%y 0ot —= 0

delle ‘l”“M la 1 paragonata colla 42, la 2® colla 32, danno
0°(y* — m°) = cost 0%y = cost

it s S 7T G : e 2
quindi: =— —cost , donde — = cost. Se si conviene che il piano
Ty Xz
contenga inizialmente 1 asse istantaneo di rotazione, potremo quindi porr

w=— 10, con che la ultima (15) da =0V ovvero (J:“.

[. Supposto 7 08, 0— 00 == Fle (16)Fsi riducono a 620" — cost,
6%y = cost , 26y -} 6y'= 0 e possono essere soddisfatte solo ponendo
x — cost , 6 —=cost. Ci0 equivale ad una rotazione rigida uniforme attorn
all’asse 7. Si avrebbe quindi 7, = B, e la seconda equazione differenziale

del movimento della massa ; darebbe

) = i i —

la quale, come oid si disse a proposito della equazione (7), non pud essert
soddisfatta per tutti i valori dell’indice 7. Dobbiamo dunque esclud
(uesto caso.

II. Supposto #=0 , x=20, la rotazione ayviene attorno

delle z. Le (14) assumeranno la forma

(16) ( @i = 0A; cos « — 0B, sen « :
) P

( 5= 0A;sena - 6B, cos «
ove e & un ancolo variabile la cui derivata rispetto al tempo e o. Le (19)
si riducono a
17) (63" —6°0° 17
(L7 S
( 20°0 g—(f 'l\) =0
ove o facile vedere che, pel teorema della conservazione delle aree, la co-

stante 4 ¢ nulla.
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Derivando le (16) tenuto conto delle (17), si ha quindi

(18) { &z aa Py _ ay;
(S 6° e TR

Il movimento di ognuno dei corpi, relativamente al centro di massa, &
dunque Kepleriano. Sostituendo nelle (18) ai primi membri le espressioni
date dalla equazione differenziale (2) ed analoghe, abbiamo le equazioni di
condizione cui deve soddisfare la configurazione iniziale

(19)

=a Bl

Pel caso di ¢7e corpi, assunto 1’ asse y parallelo alla congiungente delle
posizioni iniziali di s, , Mz, abblamo A, —= A, e lo (19) danno

A, — A, A; — A,
NS =0 :Xl 7//'T:’:3'

a Az

D :

donde D,; = D,;. Similmente D\, = Ds,; il triangolo deve essere equila-
tero, com' é mnoto.

Le (17) sono soddisfatte, in particolare, col porre 6 =1, ¢* = costante
= — . Se dunque la configurazione iniziale soddisfa alle (19), e se la velo-
cita iniziale di rotazione & = {/— a, il moto @& rigido e la velocita di rota-
zione & costante.

5. Caso degli n corpi allineati. Senza mettere a priori la condizione
che il movimento sia omografico, porremo
(20) Di—rcA e [-’)Hz o 2 —1y0;

Ove @, (3, y sono i coseni di direzione della retta che contiene gli 7 corpi,
e le 6;, 6,...6, sono certe funzioni del tempo. Sostituendo le espressioni

(20) nelle equazioni differenziali

dz z L — d*y s — Ui
21 — = m—— — = m&—L,
(24 dr? o= i A% dr? o L 13,

moltiplicando la 12 per g, la 2 per « e sottraendo:

4% e d*p ~db; [ de ap
22 G\f—=—a—— |2 —4{gltt IrN i
(22) * (’ dee — “dp ) o dt (’ dt “z(/) i
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Escludendo il caso in cui ciascuno dei binomii

)r/(z g g & dy dy i{c

— a0 — ) — —

Pat e T e G

sia nullo, il che si verifica sol quando la vetta si muova parallelamente a

e
se stessa, la (22) richiede che il rapporto

abbia un valore indipendente dall’ indice 7, il che & quanto dire che i rap-
porti
(B B i Bii)

rimangano invariati col tempo. Il movimento & dunque necessariamente omo-
grafico. Poniamo pertanto

W=l @) o =6 5 soclh=liy0

dove 6 & una funzione del tempo, che ha il valore 1 per £=10, e /u, fis ... hy,
sono costanti tali che

(23) : S i i = 0.

Supposti i corpi allineati nell'ordine 1,2 ...7%, e ammesso che i coseni
@, 3,y siano relativi alla retta percorsa da 1 verso », avremo

Ay — == (hs — )

dove si ha da scegliere il segno -+ o —, secondo che s & > o < <.

(=]

La (21) puo allora scriversi

A*a; Li == M hi®

A~ (0h)? 5 (he—hi)?
od anche
=0 My

M‘"‘((cH_) N
et~ 6* & (hs— h)?

hi

La prima di queste esprime che il movimento di ogni corpo rispetto
al centro di massa @ Kepleriano.
La seconda mostra che le posizioni iniziali dei corpi devono esser tali
che il rapporto
L = =L

hi = (hs—hi)*
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sere trasme
Scenze Sl

mentali). Nota del Corrispondente A.

— 26 —
sia indipendente da il che ha luogo ad 1 — 1 equazioni di condizione,
delle quali, com'é facile vedere. Ia (23) & conseguenza identica.

Nel caso di ¢re corpi, tali

pi, condizioni possono ridusi alle due
e mg e iy 7y | Iy g
(fhs—h,)? (’IM“”?)‘ I (//,——//3)"

(24) y hy

la pfima delle quali, tenuto conto della seconda. puo seriversi

unita di lunghezza la distanza (721 m5) ponendo

La (24) da allora

Ricavando quindi

(26) / funzione di /% e ynli[l[()“dl)lw
nella (25), questa sharazzata dai denominatori si riduce alla nota forma

1D G R e U [ il 75 LRI T Tl sue e :
rar u;f;]k(ﬂ"\fld. — Lweerchne preliminari  diretle o precisare
T
la causa del

(10220 e del /'/’("/r"‘//'\/,/'f /{‘/j,/"////‘r',/', -\."""H‘]il NlT':l pre-

liminare del Socio B. Grasst e del dott. L. MUNARON.

L

iologia. — L dmmunits acquisita contro i veleni, pUo es-

a da //w,/)’,"u/‘/ alla /;/‘u/«',' (Contributo alle

@ trasmissione di caratieri aequisiti.  Ricerche

'S cono-

.\‘///’/'/4—
LusTIG.

Matematica. — Swr lu /i7/////.////'(,‘«///'0// de (deur series d

/}/c/‘,/,’/ﬂ//f’.y. Nota di NieLs NIELSEN, presentata dal Socio U. Dini.

Le Note precedenti saranno pubblicate nel prossimo fascicolo.




