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[n entrambe queste formole (1) le caratteristiche intere (positive o
aegative) yi, ¥z G

]
S8 4 )1SSO0710 Sceqli

sono del tutto arbitrarie; ed anche gli interi

a piacere purche non entrambi =1 (mod. 2).
Quanto ai numeri interi € 1, ", 9" che si presentanc nella seconda
formula, essi debbono scegliers: in modo che le quattro coppie

(05.10) 5= (10 1= )W (e ma) = S (e S )

|

tria intrinseca negli spazii di curvatura

— (T C)]]EC

Nota del Corrispondente E. Cesiro (°).

metria degli entl immersi in uno spazio ad # dimensioni, di cur-

1/R?, si pud agevolmente costituire, in forma intrinseca
' ralendosi del sistema di coordinate ado-

ria fondamentale, di quel sistema ecioe
all’espressione della distanza fra due }JH]JU
L

( T L S \ -
('/l S cea o an) g L— 0Ly y Ly —— OL3 5 vun 'L/>w+()(/‘/l)‘

nfi nte vieini, con ce la forma
ol aoel b P S
1v
(1) /0 — 0 —:—— — r),/ £
kl‘ 4
) vincolata alle coordinate mediante la relazione
9) 2+ a2t - a2 - 22 —Re.

Quando il

eticolo delle linee coordinate si sposta rigidamente nello spazio,
I corrispondenza dei valori che va assumendo un parametro s, le coordi-
nate d un punto fisso variano evidentemente in gcuisa che le loro derivate
>Sprimono  nelle coordinate stesse, sia esplicitamente, sia,
vuole, mediante la funzione #; ed anche la derivata di (uesta si puo

Spressa in modo analogo,

sicche

(3) L)

’ =PI TSl e ,an)

(") La prima di non ditierisce sostanzialmente dalle formole di addizione (III)
da noi ¢ late nel § III della precedente Nota.

(%) Presentala nella seduta de ono 1904.

) ///,'/'/‘y' matematiche. t
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per z=1,2,..., 7. D'altronde, perché sia soddisfatta la (2),- si trova, deri-

vando, che dev'essere

|

1“ T _l_a,l(]l_}—‘ch’.’_f_u'.Ttrnqn:O‘

Quando il punto (21, @ ;... 2,)! si va spostando nello: spazio; le variazioni
assolute. delle sne coordinate son:date dalle formole

k/") ds = 2\‘ e (,(‘(LE y L1y L2y weey (Z‘u)-

e perd le (3) sono le condizion: hecessarie e sufficienti per Uimmobilita

del punto.

Ora moi ci proponiamo di determinare le 7z - 1 funzioni ¢, per la qual
cosa ci conviene pensare le # -1 variabili # come provvisoriamente sciolte
dal vineolo: (2);-ma tali; tuttavia,-che non sta-lecito attribuirtoro- incrementi
non compatibili col vincolo stesso, ossia non' soddisfacenti alla relazione

(6) T J.’/‘ + 21 v)./‘] - £ J,L'Q e _,_ G 4),/‘” ()"

| |

Esprimiamo che, quando il reticolo si sposta, la distanza (1) fra due punti
fissi rimane invariata. Siccome

per 2=0,1,2,..,% (convenendo di sopprimere 1 indice 0), un .calcolo

facile da

d i R 7 3
LR S iy SR S CEU o ( SR W"-) 0zi oz,
&z ) oL J

1

dove 7 ed j debbono separatamente . variare da 0 .ad . In particolare, se
tutte le dz si pongono uguali a zero, tranne dz; e dz;, che bisogna sup-
porre proporzionali ad z; e — z; affiche sia 'soddisfatta la (6); si ottiene

P ., o v (2%
= L £L7) = 2
(%} + / ( =~
quindi 3
(7 ) RL R L AP,
fl e e = A
) @ R4 ALy VL P
i QY5
- —i) et g =
S F Nl I =/
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Da queste ultime s1 deducs,

==

I

1'onde «

1e lorigine M(z, =

oni terna ¢z, 4,
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derivando,

di indici differenti. Intanto dalla prima eguaglianza
Ita immediatamente che ¢ & il prodotto di & per una funzione di

in virtu di (8) per 7=/

Zny © questa ) =0, deve contenere linear-

le variabili, sicché

p=(t+unz+arzet -+ anz,) 2.
SN A NanAY n > 3 1inenda Nt ¥ A c m. A
5), per ¢ > 0, segue ancora che dg;/dz; dipende soltanto da z; e
[+ 4|‘!;,h\\
1) ; h) ‘,‘(/’ P @
Al CEgs A e _—— =,
v & 05 OL; i 1 oH
[}
—— = i~ O & — O &
j
| r VP 5 an
a;=0. Co le altre due sono
D@ V@ [0
y Ly Pl 1 | n
= =—=ua-t a2+ ;x| —+ anzn.
0: — 7. = 1 | [ T e EE »
— W T Gandy T Qi I~ Yindn

8y = oy d= - Unn) 2 — Yy a3 (5° 4 22 25 - ).

tien conto del vincolo (2) fra le variabili, bisogna che sia sod-
nche la relazione (4), ed occorre percid che si abbia, identicamente,
(00 sy 0,0 Bt dh o dpan =0,

f— 1/
=\ , ;=

2 ¢; R?, sicche, finalmente,

Qi == Ui &, -}— Ui s 7-1— LR —i— AinLn

12y~ UaZy ==+ - -+ @ 2n) 2 — a; B2

enti sono particolarmente utili per lo studio degli
rsl in uno spazio non-cuclideo, e conviene applicarle immaginando
g ="' =2,=0) passi per tutte le posizioni pos-

1
I
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sibili nell'ente da studiare. Cosi 1'origine trasporta con sé parecchi vantaggi
dell'ordinaria geometria euclidea, giacché nello spazio infinitesimo circostante
ad essa il reticolo delle linee coordinate & simile a quello delle coordinate
rettangole cartesiane, e rimangono percid in vigore, nel dominio di M, le
relazioni angolari euclidee. In particolare la direzione di qualsiasi retta
condotta per M & definita da coseni «;, tali che af 4 ;- 4 a; =1.
Per ogni altra retta i coseni direttori si possono definire scegliendo, sulla
retta che si vuol considerare, un punto P(&,, &, , ..., &,), tale che le coor-
dinate dei punti all’ infinito, I ed I', siano & = ¢, R, & = R, ..., &, = @R,
per la qual cosa occorre che si abbia

(=@ RP + (= @R+ -+ (B = @R} =F,
0ssia

(9) b fobo -ttt 5 =0,

ed inoltre, ponendo § =R senw , ¢ =cos ,

(10) 4t a+ e =1.

Intanto la direzione MP & definita dai coseni &/«R, le direzioni MI, MI'
dai coseni == e; - &/R; e perd gli angoli PMI, PMI" sono entrambi uguali
ad w, giacche si trova, ricordando la (9), che il coseno di ciascuno di essi
ha il valore

= B\ _ 8484+
'TaR(* “’""R)— «R?

g

2
n

= .

Dunque P & il piede della perpendicolare condotta per M alla retta consi-
derata, ed w & Vangolo di parallelismo di questa retta rispetto ad M.

Ora ¢ facile trovare le condizioni necessarie e sufficienti per l'immo-
bilite, d una vetta. Basta (ed & questo un vantaggio della geometria non-
euclidea) esprimere 1'immobilita dei punti all infinito. Le condizioni per
tale immobilita si scindono subito in

deg;

— =0 & + Uis Cs + QuCRd + Ain Gy

ds
(11) “}‘ ((Llal ‘l" Oy €y + T + Ani0n) & + (@& 1+ aée T = @y &n) i,
e, ricordando le (5),

J&;
(/Q = (a4 a0, “{" - ae,) o R

(12)




Da ques
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te ultime risnlta

o e

> ds — ds
quindi d&/ds = 0, ossia d&/ds = (&1 - 4.8 -+ - - +'2,&,) &, & per con-
seguenza

[9) Wi el e +2,8,) e w

I ITa (1) si deduce, mediante Ie (12), che lo spostamento del punto P &

B ‘ ; .

e E Ty s R < = (a0, + @09 -+ - - = ape,) R¥ds.
D'al ordinate dell’origine sono, per le (5),
(14) = = I S e 0 — 1, R¥ds

la forma
(15) ‘ ~+ o, 0 ooy, 0z,
[ d' un  punto tingue legato a quello della “sua projezione sopra
un ssd come: nello spazio euclideo; ma sela retta si: allontana dnde-

11 SPaz10 Lobatschewsky, se cioge tende ad essere w'=10,
0ssia ¢ ‘ 10) n he t e «; tendono ad annullarsi, e per

) P a rimar immobile:- Al medesimo risultato si perviene, del
re Gtan , Se sl osserva ( la projezione do, dello spostamento
di ] ’, condotta per M mnel piano IMI" &, nel
qua ( OSTruLi 1 lat do, . do ed I\IP:/ \i“l:’“lﬂlﬂ a do Cll i

) (Lo .
12 - — - ch—, dalla guale, ricordando (') che
Ly Iy 1u
/ 1 . . . .

n [ /ch — . leduce =0, senw; e questa, poiche 1 coseni e;/sen w

] in virta di (3), la direzione di:do,, non- differisce dalla (15).
ilche rapido cenno intorno al modo di applicare

s precede allo studio delle curve e delle superficie nello spazio non-
iclid lim 1. 51 dirigano ¢li assi delle 2,7 ,2 secondo la tan-

)i le e la normale principale della curva descritta da M, e si

1 lo spostamento infinitesimo di M. Per’le (14) dev’ essere

Z v, a a3 =03 ed inoltre, poiche (per le condizioni d'immobilita

dei punti) il piano 7 = 0 rota intorno alla retta Uoy 2 tay 2=10, Se si

ybatschewsky, Giornal Battaclini, 1867, pag. 289.




=
vuole .che questa sia la tangente (affinché y =0 sia il piano osculatore) si
deve prendere @,, =10, e per conseguenza @,,=0. Dopo cid, se si pone
@3 ==# , tys =7, 81 trova che'le condizioni necessarie e sufficienti per 1'im-
mobility del:punto (2,7 ,z) sono

. [y ) 2y ds 07
1 =3 = =7z = = (xx =1
e e

Per una retta-definita ‘dal corrispondente ‘punto” P(&, 7, ¢) @ dai coseni di-
rettorl «', 3, 7, le' condizioni’ d’ immobilitd (11) e (12) diventano :

dec af dE g2
L2 e S — 1 gt :
\ 7T 2 . R
dp oy - pE r/:/ y &
T — =Ty ———— 9 == 74 3 —L )
(L) s s e s
5 5t £
40 L g gy oicrt =) e o
ds ‘ R? ds R?

e dalla terna di sinistra agevolmente si trae il significato geometrico di x
e diiz, flessione e torsione della linea: (M). E poi utile notare che la (13)

dw : 5
aa =7, g w, 0ssla
4 R
(19) el L pg itlimsis
o) —Slogisen m =—=—10g ch = == .
OSms /SRS R 3

Da questa ‘e dalle (17) di sinistra segue che le condizioni

de at  df dy

(24]
(0) e s 2 ’ = = = \
W) o ols TR s T Re s Gl

al
R®
sono soddisfatte dai coseni direttori e, g,y della perpendicolare ad MP,
elevata, per M nel piano IMI'; ed inoltre si ha a® g+ 32 =1,
af - gy - y{ = 0. Segue invece da tutte le (17) che i coseni-direttori di
qualunque parallela, condotta per M ad wna rette fissa, soddisfanno alle

condizioni

dee gy dB af  dy 2 ay
(20) ,'—:xy-—l—i' ; 1/;21)'—]— R s :——(xa—f—r,})—{—ﬁ—.

s

Inoltre «® -p* 4=y* =1 , af 4y 5 =R cos*w. Se, per esempio, si
vuole che (M) sia geodetica d’un cilindro (cono col vertice all’infinito), bi-
sogna che le (20) siano soddisfatte per y = 0; e perd, se si pone a« = cos 6,

#==sen 6, si trova

6 sen 6

, xcosf -vsentd =0,

ds R
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d'onde z— = sh —, e non x/z costante, come nello spazio euclideo. Invece,

b
&

se si vuole che la curva sia geodetica sulla superficie (votonda) luogo dei

punti equidistanti da wna retta fissa, bisogna prima di tutto serivere §=0,
in virth di (18), per esprimere che Ja curva appartiene alla detta superficie;

poi en=pgE, e per conseguenza, successiyamente, =0, ¢ =Reosw ,y=0,
per esprimere che la normale principale incontra la retta fissa. Posto

o« —cos @ . B —sen 6, una delle (19), la prima o la seconda, mostra subito
che 6 & costante; poi dalle (17) di destra, moltiplicando « e § per sen w,

si ha
= 7 S e R (11, L ot ] "\5175, 0
xR — th — . cos?8 - coth — . sen*6 , zR = (th = — coth —} cosb seno0,
R ' R G R R)

ossia % e = costanti. Adunque son queste le curve che nello spazio di Lo-

hatsehewsky conservano le proprietd delle eliche circolari euclidee. In par-

ticolare per # =0 e per 6 ="'/, 7 si trovano circoli (meridiani e paralleli),

intrinsecamente definiti nel loro piano dall’una o dall’altra equazione

> A 40 3 !

»R = th = 2R = coth = S
n I

e i paralleli hanno il centro reale, i meridiani

lo hanno ideale; ma pud accadere che, inversamente, i paralleli,-e non i
bbiano il centro ideale, vale a dire che l'asse di rotazione si

meridiani,

!jl:\i /‘/‘ )7 41(‘11"

io reale, senza che in questo la superficie cessi di
esistere. Cid si spiega osservando che ogni circonferenza é il luogo dei punti
equidistanti dalla polare del proprio centro rispetto all’assoluto, e che tale
retta « cade a distanza finita, infinita, o ideale, secondo che il centro cade
a distanza ideale, infinita, o finita » (1).

Se, pur confinuando a tenere l’asse delle z tangente alla linea (M),
si prende l'asse de

le z normale ad una superficie qualunque, che passa

per (M), si & condotti a considerare le curvature 9 ==xcosy,§==x=seny,

> "’/’,/ 1°* . . . .

®=-—-—u=, che la linea possiede rispetto alla superficie, designando con
LS

Y 1'inclinazione della normale principale sulla normale alla superficie. Con
procedimento del tutto simile a quello da noi adoperato altrove (*) si tro-
vano le (16) trasformate nelle seguenti condizioni

dz - » z®  dy xy dz ZZ
0 og @yt T =l o Y (e (U DA e PRI I 6
=7 1l 15t RE " s QO —Bz - R® * ds Oy Or R?

dalle quali & poi agevole dednrre i teoremi di Meusnier, Bonnet, ecc. Appli-

(') Battaglini, Giornale di Matematiche, 1867, pag. 228.

(3) Geometria inlrinseca, cay. XA
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cando queste relazioni ad una coppia ortogonale di sistemi di linee, si giunge
alle formole

2

A z: Az zY
=90z —Cy—1 — = Coy — s+ = 3
381 ! JIJ + R2 } 352 J?J + R2
Y/ ZY RV y*
21 — =,z — B3 : , —— =Dy — Gz — 1 =g
@R s + R 28 T + &
2 - 5 Z3 Y4 s 2 Y3
=8y — 90,z | =; =Bz — 90 == ;
SR FHIEE R W+ g
e da queste, merce la condizione d'integrabilita
2 Pk R R)
- e
281 08 8208, 281 S
¢ facile trarre, prima &y = — G, , %k = G,, poi le formole di Codazzi
290 RIS an X =
—— + — 428G, = (96, — 9;) G,
Dsl 382 b e
2970, 26

2BQ, = (9, — D,) G
8s 28, =BG (90, ) Gy

e la formola di Gauss

G
L0,

Y

26,

1
D2 D2 4 —e
+ le + k‘:“ + L(l‘l + K R2 )

in cui K designa la curvatura 9%, 90, — B°.
Terminiamo con un'applicazione alle superficie rotonde. Riferita la super-
ficie alle linee di curvatura (meridiani e paralleli), siha ®=0 , §, =0,

ed 90, rappresenta la curvatura x del meridiano; poi, se » & il raggio del

parallelo,
o, _% = M i
Rth— R th R

dove 7 e v dipendono unicamente dall'arco s del meridiano. Ora la prima
formola di Codazzi e la formola di Gauss danno

9 i Ll Retin
iee) Il LR st

cosy . 7
R th R

come si pud, del resto, stabilire anche mediante le (21) di sinistra, espri-
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mendo 1! immobilita dei punti

1

- — Rsen{y) == @) \/’/:U . z=Recos(y= w),

all infinito. Si ottiene infatti

L cos(y¥ == w)

(V=0)=——" %
: R
7 1 .
d’'ond 1 ente alla relazione €OS @ = th =5 risultano le (22). Si
iV
cerchino, p <embio. tutte le superficie rotonde, per le quall la curvatura K
e u d 1 | yona che sig, xR cos Yy —cosSw, € per consecuenza,
S081 1do nella Sl mnda formola ed illtv”;m}\'iw en Y — m Sel .
Por m — 1, poiche ¥ =@ 0 Y= — 0, si vede che le normali son tutte
pa dse. in un’ verso o mell'altro. Si ha dunque; L'orésfera. Per
m=—0 & w==0, e sl ritrova perclo, in virtu della prima formola (22), il
/ ) widistanti da wuna retta [fissa. Nel caso cenerale si ha
w ¥ i - "y
= L Zgenw. donde cotw=80— =
18] = > I) )
( R R f
quindi, se con o si designa 1l sio di curvatura del meridiano;
| 0 o
) S Y 0
h———— donde: ¢h 5 =—"——-75
R ( ) l\ l’ 7 —— ] AT
equazione d una I; circolo. Conviene tuttavia mantenere 1equa-
7 :
Z1011¢ OLLo I 19
2 ",\ A== = =
: L (1 T
ValllS S =\ Ch = ) I

L vitare che possa -prender forma M yinaria. - Si-pud sempre supporre

ambiando, se occorre, il ono di §. Intanto per <gl si vede
1 . donde sue che la curva é priva
ppala reale. Siccome. per. . —— 01, 81+ -ha o= 0877= ] si vede che
i1 meridiano s inflette sull'asse. di. rotazione, col.quale fa,.nel punto d’in-
contro, 1 ngolo che ha per no m. Per m > 1 sparisce il punto d'in-

flessione, ed apparisce In;sua vece una cu nide corrispondente al valore
ym*—1 di s. fn questo punto sl hach—=m , W="'/am, € 1’,01'0

all’

la tangente nella’ cuspide &« perpendicolare al & di rotazione, e/la; cuspide
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stessa dista dall'asse per Rlog(m - {/m*>—1). Nel caso attuale il meri-
diano é bensi la sviluppante d' una circonferenza 7reale, ma il centro di
‘ questa circonferenza non ¢ reale, perche il raggio 7" ¢ dato dalla formola (1)

/‘" 0 //g m £
i ==g—= F=== >
R R ds e B G
& : r % : { :
Peraltro si noti che th R th R 1, d'onde segue che, se » e reale, ' é
A"

immaginario, e viceversa. Ci si rivela cosi, tra le superficie prese a consi-
derave, un terzo tipo di superficie rotonde, le quali, mentre hanno per me-
ridiano la sviluppante d'un circolo @ centro reale, ammettono soltanto un
asse ideale di votazione. Le formole relative a quest’ ultimo tipo si otten-
oono cambiando m*® in — m?, sicche 1'equazione intrinseca del meridiano si
trasforma in

ms

RE—t—
] mes> — (1 —:— m?) R*

e questa, per 7 infinito, tende a confondersi con la (23), ed a rappresentare
la sviluppante dell’oriciclo (1).

Paleontologia. — Balenottera di Borbolya (Ungheria). Nota
del Socio G. CAPELLINI.

In una cava di argilla che si trova nel comune di Borbolya in Un-
oheria, a poca distanza da Wienerneustidt in Austria, civca venti chilometri
ad ovest del lago Ferto, il 30 agosto 1899 furono scoperte le ossa fossili
di un cetaceo. Il direttore del R. Istituto geologico di Budapest appena ne
ebbe avviso dispose perche il dott. Tommaso Szonlagh dirigesse la escava-
zione del fossile, e il proprietario della tegolaia offrl ogni sorta di facilitazioni
perche tutto potesse essere scavato e raccolto diligentemente, e quindi dond
al R. Istituto geologico gli importanti resti scheletrici della piccola balena.

Il preparatore Szedlzir Istvar fu incaricato di restaurare quelle ossa
che subito furono riconosciute spettanti ad una piccola balena, e con pazienza
ammirabile si accinse a ricostituire altresi le ossa minutamente frantumate;
chiedendo consiglio a quanti potevano aiutarlo e giovandosi di buoni disegni di
scheletri di balenottere, tentd quindi di ricostituire anche le ossa mancanti

() Questi Rendiconti, 1904, pag. 444.
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