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Ma,tv(ﬂn'dffi(‘ﬁ., — Sulle r'////f/f/.//,//v di Moutard con .///’/'//,/;f di
soluzioni //mm’/',u'r}'/'m'. Nota del Socio Lurcr BIANCHI.

1. Diciamo equazione di Moutard un'equazione a derivate parziali del

2° ordine del tipo
V2 6
(1) — M6,
dove M & una funzione asseenata delle due variabili indipendenti », ».

B nota la genevale (rasformazione di Moutard. colla quale, mediante
una soluzione particolare R della equazione (1), questa si trasforma nella
equazione di Moutard conticua

0
(2) — M6,
con

Si passa da una soluzione ¢ della (1) alla corrvispondente ¢ della (2) con

una quadratura secondo le formole

(0 |- ¢ Y log R 20— 0 ) log R
(3) 26+ 6) (6 — 6) o) i ,,,) — — (6 -} 0) -

U U DU

sicche data 6 la 6 contiene ancora una costante arbitraria.
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Similmente procedendo sulle seconde equazioni (3)

20— ;) > log R

— (0; +”,)T ;

Q0
deduciamo le due
0...n o N\
6 117 2 log R
NG O S el
\ 2 b ( ey o(1 — cos 0) =
U...)l_ BH 1 )0 ) 1“\7 1)
(128 Lidegadinie firens Sl B
e 0V 2w 3 )
e sottraendo
(5%) Ri(2i08,0)
A N
Dalle (5), (5*) deduciamo
0
—10)
QU

indi

o=U-}V,

essendo U una funzione della sola »,V della sola ». Le equazioni stesse
danno poi
)(0 cos )
DU -

— g ==V,

gli apici indicando derivate, e integrando si ha per cos ¢ la formola

V—U- 2k
(6) COS 0 = —r‘*—v
U4V
dove 4 indica una costante arbitraria. Insieme alla (6) conviene tenere pre-
senti le equivalenti
2(U—h)

(6%) [#—lcosfor="-—— "= NE|E] fopg'oi=

2(V )
UV ‘

U4V

Vediamo dunque intanto che: se la (rasformaszione di Moutard con-
serva la somma dei quadrate delle n 1 soluzioni 6,0, ,...0,, questa

somma ha necessariamente la forma

(7) > n=U+7V.

[
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di tre soluzioni quadratiche 6,6, , 6, corrisponde a due problemi geome-
triei fra loro equivalenti e cioé:

1° alla costruzione di quelle congruenze rettilinee le cui due falde
focali si corrispondono per linee assintotiche ed hanno in punti corrispon-
denti eguale curvatura,

2° alla ricerca di quelle superficie sulle quali esiste un sistema co-
niugato di linee che si conserva coniugato in una deformazione continua
della superficie, ossia, come si dice brevemente, alla ricerca delle superficie
con un sistema coniugato persistente.

Le questioni geometriche ora indicate furono da me trattate in una
Memoria del 1890 (') e si trovano riportate nel 2° volume delle mie Zezin:
di geometria diflerenziale (pag. 74 e segg.).

Cosi pel caso »=2 il problema A) era gid completamente risoluto
dalle indicate ricerche.

Anche per il caso seguente =3 il corrispondente problema della
ricerca delle equazioni di Moutard con un gruppo di quatiro soluzioni qua-
dratiche 6, ,6,,6,,0;, tali cioe che sia

0% - 6%, - 6% 6% = U4V,

ammette una notevole interpretazione geometrica, analoga alla precedente.
Bsso equivale alla ricerca delle superficie deformabili con sistema coniugato
persistente nello spazio ellittico, o spazio di curvatura costante positiva. In
particolare, quando le funzioni U,V si riducono a costanti, abbiamo le
superficic di Voss dello spazio ellittico, cioe le superficie di questo spazio
dotate di un doppio sistema coniugato di linee geodetiche. Un altro aspetto
geometrico del problema stesso risulta dalle ricerche di Schur sulle varieta
a tre dimensioni dello spazio euclideo a quattro dimensioni deformabili con
continuitd entro questo spazio (°). Come Schur dimostrd, il problema di tro-
vare le ipersuperficie deformabili entro 1' Sy euclideo equivale appunto alla
ricerca delle superficie con sistema coniugato persistente dello spazio ellit- {
tico a tre dimensioni, e si traduce dunque anch'esso nelia ricerca delle equa-
zioni di Moutard con gruppi di guaftro soluzioni quadratiche. Le ricerche
oeometriche ora appena indicate in questa breve Nota verranno sviluppate
in una mia Memoria di prossima pubblicazione negli Atti della Societd

dei XL.

(1) Sopra alcune nuove classi di superficie e di sistemi tripli ortogonali. Annali
di matematica. serie 2%, t. 18

(2) I ben noto che in generale entro lo spazio euclideo ad » dimensioni, appena
7> 3, le varieta ad » 1 dimensioni (ipersuperficie) sono indeformabili (v. Lesiont ecc.,

vol. I, pag. 465).
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N2z Vv’ 0 | U’
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(8) Z ,’ T
\
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per z; e sommiamo da /==0 a 7=, ne deduciamo quest’ altra espres-
sione di F:

A2 D2
(11) =T =,
S= D% RV

i

Cio premesso, costruiamo un determinante orfogonale d'ordine 7 ==l

ARy IR 66 odin

( NAO A (3
A 7
==t Gl
ny n n) |
L 7 ‘
| ) 1 n

la cui prima riga e costituita dalle soluzioni Lo\ L1 e - Zn della (9) e le
altre da elementi #;*, funzioni di »,», scelti in guisa da formare il quadro
di una sostituzione ortogonale, ma del resto arbitrari. Per uniformity di
notazione indicheremo anche la prima riga di # con

© .0 o
A
0 1 n )
sicché per convenzione 2, = z;
Cosi avremo le relazioni
et
(12) D> 2 2 =en (0, 6=0,1,...n).

denotando &; 1'unith se ¢=1/, ¢ lo zero per ;== /4. Insieme alle (12)
sussisteranno anche le formole corrispondenti per colonne:

(12%) > 2V a® =& (7, k ()l S o

Ora ¢ ben noto, e risulta da considerazioni elementari, che le derivate
rapporto ad »,» di ciascun elemento di 4 si esprimono linearmente ed
omogeneamente per gli elementi della medesima colonna, con coefficienti
che rimangono gli stessi per tutte le colonne. Questi coefficienti, che si di-
cono opportunamente le rofazioni relative a 4, sono dati dalle formole :

0uet 0.0n n(h
\ Dix = = S ./‘.;“ l\; !
S U
(13) ‘
*w s ﬂi.u @ ‘\’I,)(v
qin == T L))
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Ne risultano le formole
}—'kl = — P qki = =
indi 2i=0 , ¢gi=—0.
Introdotte le rotazioni, le indicate formole pel leriy deoli ele-
menti di A si scrivono:
G .
— Ay
HJ el — S / /) g —
i Z ‘ Zi
(7 , 4 Ol )
Le rotazioni 7 soddisfano poi all vzioni differenziali seguenti.
che sono le condizioni d inteorabilita per L :
1]1\ = - = > (7 = )
) 7 e
Queste sono relazioni g , cui sod e 1ofa mi deter-
minante ortogonale, ma nel caso nostro su mo di pitt 1 A
\ 27 v
= e 2
(I1T)
/ = = T
) = \ 2
e (uali ‘lllh"t,‘lﬁvnﬂ dal fatto che nel ca wttuale o ementi della prima
riga in 4 sono soluziom della (9).
4. Preparate cosl le formol ondamenta o : ostra HitI
supponendo che sia R una tale soluzione delle (1) da trasforn
ll ! ; 1 a asl an0 ”.”/.
m nu‘ nuovo gruppo 6o, 6, , ... 6, dl soluziol juadratiche della (2), tali
che sia
Sy 6.2 = 0.2 — |
Sussisteranno le relazioni:
-,\‘1;, L 6;) - loe R 0
(14) AEEEZGE g ) ——= 4 ! ) log R
DU = — (6 I §,) ——

hIZ)
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S G (0] 2L V) cos o,

[

per quanto si e visto al n. 1. avremo per 1'angolo o le formole (6). (6*).

In armonia colla (8) poniamo inoltre

ed avremo

0

\ '/.N‘)‘ =1

n 0...n

(15)

A causa di queste relazioni potremo determinare » tali funzioni
s

A siebiidig

di #,v che sussistano le 7 -1 relazioni

(16)

(17) /‘ -]—/+ —]— -“,f>(‘ll“ﬁ.

Dopo ¢io vediamo che la soluzione pin generale del nostro problema A) si

otterra cercando di deferminare le » -~ 1 funzioni incognite

Ly O L

in guisa: 1° che sia soddisfatta la (17); 2° R sia una soluzione
Sk

di u,»

della (1); 3° risultino soddisfatte le relazioni :

(18)

Renpreconr.

‘R

(2 — o) 212 R
Ly i it

)

- ( 0 _{_ ';,\m) ,lL“:h
Wi Wy D]7
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Ora se deriviamo le (16)

numero precedente, troviamo:

1
S
COS O - : » \
e /) +— C0OS O
JU 17 —
v/’ d C0S O
= — —— COS O
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di Lor] e sSeocuono dalle ( £). (
1d - I joni linea ymooen 1
a ‘ o
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\ ( o e
\ + > 7] [ o)
COS O . e
‘ == S Ai=— — (] - 0S8 G
{ Z_ 4
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U050 I 1 )
— ( co B
Y ‘
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()f!;
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T AU LV)14

! con una quadratura, note che

1an0

le

’Jtmi-' le
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Ora se eguagliamo a zero il coefficiente di 2% (4 =1,2,... %) nelle
due relazioni (18), troviamo le seguenti:

| 24 o S RS e 0
| S v Liatsieosio) pon 2 Pty =i < PO N \')) Ai
2 . ton dlogR , V.

/ o e —\, e (*7.\}7 " T U V) ) 4

Eliminandone colle (19) le derivate di loc R, abbiamo le formole de-

finitive :
P P
== (s tcasio) s }_ Dir A
- J
W B S TR
. U+V1—cosa <~ 1—coso ‘
20) p
(20) i byl
= = (1 — cos o) Gok— D Gin 4
i ]
alfial v 205 s ,,'/"’/'7—),/'.1
\ U + V1 v}— COS 0 = ~|L— COS 0
l/l':lf_);.‘..u.
Cos1 abbiamo ottenuto per le funzioni incognite 4,,24s,...4, il sistema

(20) di equazioni ai differenziali totali pel quale, con opportuni calcoli, si
trovano verificate le proprietd seguenti:
«) le condizioni d'integrabilitd sono identicamente soddisfatte, a causa
delle relazioni (II), (III) per le rotazioni:
0) l'equazione in termini finiti (17), derivata rapporto ad . », con-
duce ad equazioni che sono conseguenze della (17) e delle (20) stesse.
Ne risulta che possiamo soddisfare tutte le nostre equazioni per le 4
restando arbitrari, per un sistema iniziale (#o ,0,) di valori di »,», 1 va-
lori iniziali delle 4, purché vincolati dalla (17). Cosi, computando anche /
che figura in cos o, si introducono precisamente # costanti arbitrarie.
D"altra parte, una volta determinate le A in guisa da soddisfare al
sistema (17), (20), si vede che le due equazioni (19) sono compatibili e la
funzione R, cosi determinata con una quadratura, risulta in effetto una so-
luzione dell'equazione (1) di Moutard.
Abbiamo cosi stabilito il risultato finale che avevamo in vista:

Un’ equazione di. Moutard con un gruppo di n—1 solusioni quadra-
tiche 6, ,0,,...0, possiede oo" trasformate contigue di Moutard della




e
AR yii] focea [ ( ma der quaara lelle
ecie, per le quali rémane la stessa ta SOmma Get | rate delle

stessa s

n -1 soluzioni ('/»/’/’Z',\‘[f/)//'[(‘/z/'" 0,07 5.0
Quanto al problema di costruire effettivamente queste co™ trastormate,
zioni differenziali

esso dipende dall’ integrazione del sistema (20) dai eque
simultanee in cui i secondi membri sono funzionl guadratich delle 4. Nel
1280 1»;11‘ti('olar.; n=—2, di cui gid abbiamo detto 1 significato geometrico
(n. 2), 1»1,!1]'311"10

)., — Seén 0 COS < /e = 8€N 0 S f

si ha per I unica incognita tg 4 ¢ un’equazione del tipo di Riccati che si
integra con quadrature appena noto un integrale il
6. Ma pur rimanendo nel caso di 7 gualunque e le teorie generali

! . L = del siste 2
nulla ¢i apprendono rispetto alla effettiva integrazione del sistema (=0),

possiamo stabilire una notevole proprieta del sistema stesso d nostrando che:
Se per equazione di Moutard itiva (1) S78t¢ (20) si sa
C A { Lo J C

inteqr complelamente, S$010 ns all rat nn ilr 1 Si-

stemi diff nziali analoghi » 10210 1/ ’ te della

oLen Lif] 20 / €

nrimiliva.
Tale proprieta \il]”.’ll“lt' dal seguente L PETmuL a, di cui

mi limito qui a dare l'enunciato colle formole relati

Se ad ///" A uazione l: L Vou ( uppo li ‘ ; ("//'//‘”'
tiche (6,,0,,...0,) sono contigu e equasziont Lrasjormat E', E" co:
rispettivi gruppi corrispondents (64,6, , ... 0 N, (6,7, 64", ...8,"), esiste
uno quaria equasione E di Moutard neca e aelerminala, conligua,

come B, ad B, B" dotala di un cori onaente gruppo (60,6, ,...60,) di

7 AT ¢ mn T T 74 . / anl]

soluzioni ,///////’«/’//,‘/’r“, Nole K, W V] ( 2 CLOLLl gruppr i SOLUIL0NL

v/r/,,w/,‘u//m//;. i gruppo 6,,0,,...0, yrrispondente per Lo E sz calecola
£ 1’1

in termini ///////,
Resta che diamo le effettive formole per calcolare le 6; (1 =0,1,... 7).
f

Indichiamo per ¢id con ¢’ il valore dell'ancgolo ¢ nel passaggio da E ad E

e con

) ll /r,
i corrispondenti valori di 4,,2,,...4, e cosi ¢, 4,”, 2 4,)" abbiano un
significato analogo pel pass B”. Le formole richieste si seri-

vono semplicemente :

"

0;=10; 1 - - — (6/ H
(=W a0 e a

Si osservera che quando cos ¢’ =cos o’ (k' =1/

, ed in questo caso
soltanto, la quarta equazione E coincide colla primitiva.
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