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Matematica. — Sulle equazioni differenziali per i risultanti
e diseriminanti di forme binarie. Nota del Corrispondente ERNESTO
PASCAL.

Le equazioni differenziali cui soddisfanno i risultanti e discriminanti di
forme binavie furono trovate e studiate da moltissimo tempo da Brioschi,
(Crelle, 53, pag. 372; Ann. di Mat. (1), t. II, 1859, pag. 82; v. Opere
Matem., t. I, pag. 377); da Fad di Bruno, (Crelle, 54, pag. 283); da Gordan,
((ratt. Nach., 1870, pag. 427, per il caso degli ordini disuguali); da Noether,
(v. Fad di Bruno-Walter, Einleitung in die Theor. d. bin. Formen, Leipzig,
1881, pag. 427).

Lo scopo di questa Nota & di esporre qualche nuova considerazione, che
non mi sembra priva di eleganza e di interesse, relativamente ad un metodo
di ricerca di tali equazioni, le quali ottengo dopo aver determinato una certa
serie di trasformazioni per le quali il risultante resta invariato.

L' ultima parte della Nota & dedicata alla ricerca del modo di dedurre
le equazioni differenziali per il discriminante da quelle per il risultante, dedu-
zione che non si trova in alcuno dei sunnominati autori, e che non & cosi
naturale ed agevole quanto potrebbe supporsi a prima vista.

1. Supponiamo prima le due binarie dello stesso ordine:

/A: 8 O == (e = Dicc Poz weven Pna
Il risultante R e espresso simbolicamente da:
(1) R = (ap,)" (/7'//3)” ..... (@@=

essendo @, @', ..... simboli, fra loro equivalenti, della /.
Introduciamo ora la forma (di Cayley):

(@) p 1@ 9(y) — ¢(@) /()
& (zy)
n—1
:.\— : (‘,»,',I‘l'i_‘_' 2 !/ln—l-—/ //?) . (6= (.“)
1,)=

essendo :
n—1

(3) wi=2 cyy""yy
J =()
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[ coefficienti ¢ sono formati in modo

di /e g, e il loro determinante &, come sl s2

pag. 355; Clebsch, Zh. d. bin. al

risultante di / e ¢.

Il risultante R, di F e ¢ sl otfiene p
i coefficienti di ciascuno dei fattori lineari
enuti; si ha:

.ndo in F. in luogo delle =,

di @, cioe le p, e indi moltipli-

cando fra loro i risultati cos1 of

(4)

Sieno ora z;. 3, del parametrl arbitrari, € consideriamo le due forme

(11\:11': F1))E

—1=t 2t - f(y) @(z)

le quali sono anche di ordine 7 » z) come [ e ¢, e diventano, come

& facile riconoscere, rispettivamente eguall a @ per &=.
oddisfanno alla ) j a. che il loro risultante ¢ lo

380 (7 ‘,///,//r/ ar [ @, cloé k.
Cio si vede subito ponendo in / luogo delle z, 1 coefficienti di cia-

scuno dei fattori lineari di ¢,, che sono gli stessi di quelli di ¢, e indi mol-
tiplicando fra loro gli » risultati ottenuti e moltiplicando infine per la 7"
9()
9(3)

nte importante risultato del quale ci serviremo

potenza del fattore costante pel quale g, differisce da ¢, cloé per

Abbiamo dunque il seg

per la ricerca delle richieste equazioni differenziali:

Il risullante di due binarie [ ¢

non muta, se o queste due forme si sostituiscono rispettivamente [y ¢ Py,
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cloé esso ¢ una tal formazione di i, b;, che non muta se questi coef-
fictenti si sostituiscono rispettivamente gli aliri:

: Licaa! T
e \ @ = o) | = wi (y) — &1 uin (y) + bi f(y) (
) T
, /JL' s, ]/(}7(//) i //1
9(2)
dipendenti dai parametri arbilrari i, ,ys , 21,2, e che per 2=y di-

ventano rispettivamente gli antichi a;,b;. (E bene notare che nelle prime
delle (6), le u,, u_, devono pero intendersi zero).

In sostanza: le (6) rappresentano una serie di trasformazioni dei
coefficienti a, b, delle due binarie, fra le quali é compresa anche lo tra-
sformagione identica, e per le quali il risultante resia invariato.

Questa curiosa proprietd & quella donde prendono origine le equazioni
differenziali caratteristiche per il risultante.

Ed infatti. per i principi elementari della teoria delle trasformazioni, si
d:duce allora che R deve restare inalterato per la trasformazione infinite-
sima della serie, ciog, considerando le & come parametri, per la trasforma-
zione in cui le s differiscono dalle y per quantitd infinitesime, e percid R
deve soddisfare ad un'equazione differenziale del tipo:

s R - 2R
(7) A —4+YB —=0
oo g = il
in cui A;, B; sono le derivate, per s =y, dei coefficienti trasformati o/, 4/

rispetto a 3,, ovvero rispetto a 2. Si hanno cosi due equazioni che, conte-
nendo gli altri parametri arbitrari y», si scindono in piu altre.
Calcolando le dette derivate, e poftendovi z =y, si hanno le formole:

Wi wi(y) _ %(y)

\ e 9 @) )
(8) 29(y) 2(y)
() — L, () 1,
pL ) @(y) 82 /sy n AV

)

onde, sostituendo in (7) tali valori e tenendo conto della omoceneity di R
nei coefficienti di ¢, si hanno le due equazioni:

”,:] hl) )( )
\ > wi(y) = LR 291y,
=0 i Vi AN
(9)
= R ()
N\ 2 RiEea
/ & W T Sy
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Je quali comprendono appunto quelle di Brioschi, stante 1" arbitrarieta delle 7

(v. p- es.
con ¢ si hanno le altre note formole.

9. Potrebbe credersi che, oltre le equazioni (9). se De possano trovare
delle altre in modo simile, e solo immaginando che i parametri delle tra-
sformazioni (6) sieno le # e non le 3, e quindi costruendo le lerivate di

a. . b rispetto a y, 0 y., € DOD rispetto a 2, 0 %, e poi ponendo

7engono ad ottenersi

Ma & utile osservare che le equazioni che cosi ¥

non sono che conseguenze delle stesse (9). Ed infatti, eseguendo le derivate,

si ha:
da; 1 \ 3//((_’/) s dui— (Y ) | yR (),
wr 9y T ; W)
1 g (7)
— ) 2o UilY) — &1 Ui\Y — / (7) ¢ AVS
@ (Yy) e \ i/
h 1 =3 —— ol
———0; $(Y) @(3)
DY L /

e ponendo y =3, sostituendo i valori ottenuti in luogo delle A, B, nella
formola (7). e osservando che per la j ; C
- R
- ;
N 0
1 ha:
R | il 2) Wi )\ gl(3)
0 e (e it A
S = z) / )
9
, w(z) ()
e (uesta equazione e una conseguenza d lle (9) fatti moltiplicando le (9)
per 7, ,7. e sottraendo si ha:
N bi — 11 gly)
inoltre derivando le stesse rispetto a 7 noltiplicando per /» 8 80b-
traendo, si ha:
/ / n (
S (// — ) ( 1) R 2%
e / / / 7
e da questa e dalla precedente, e mutand i i ha appunto la (10)
() La diversita del segno dei s l 1emb ] nd lo dal fatto che 1 coeffi-
cienti ¢y adoperati da Faa di Bruno, o da altri no di seeno contrari welli da noi

introdotti

Paa di Bruno-Walter, op. cit., pag. 276) (‘). Scambiando poi /'
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3. Il metodo adoperato di sopra, si adatta anche al caso in cui gli
ordini delle due forme sieno fra loro diversi.
Sia la ¢ di ordine 7, << #; formiamo allora, in luogo della F data
dalla (2), la seguente (v. Gordan, Math. Ann. III. pag. 395):

(/J_n //’,m //J m a, n—m ., /m

11 e
i) (zy)

Costruendo le due forme (nelle z)

) (z2) F o(z) n ,
V= P
(12) \/ VW)+WH = [12)
- ot n q"/) )
[ & Vgt - 2

dove con 47, si intende la operazione di polare 7™* operata fra le varia-
bili z e #, cioé con Az, [(z) si intende la espressione @, " @y, sl trova,
come sopra, che il risultante di queste & lo stesso di quello di / e ¢; onde
operando come nel § 1, si trovano le medesime equazioni differenziali (9),
dove perd le % hanno naturalmente un diverso significato, e propriamente
quello che a loro viene dal considerare la (11) invece della (2).

4. Le precedenti equazioni differenziali per il risultante di due forme
presuppongono naturalmente che i coefficienti «, 4 di queste sieno fra loro
tndipendenti. Ora considerando il discriminante 4 di una forma come il
risultante delle due derivate prime di questa, si ha invece il caso che le
due forme, di cui si deve calcolare il risultante, non hanno coefficienti fra
loro indipendenti; non possono quindi sens’ altro dedursi le equazioni diffe-
renziali del discriminante da quelle del risultante, per una ragione che il
calcolo che qui segue mostrerd limpidamente.

Gli autori che si sono fin qui occupati di questo soggetto, hanno pre-
ferito sempre dedwrre direttamente le equazioni differenziali pel discrimi-
nante; mi sembra pertanto interessante vedere con quale procedimento pud
snperarsi la difficoltd cui abbiamo accennato.

Immaginando due forme di ordine » — 1 coi coefficienti « . b, le equa-
zioni per il visultante sono (paragonando i coefficienti delle medesime potenze
delle y al primo e secondo membro delle (e

\ (S R

=t Vg1 ’

(13) (t=0,1,..,1—2)
H—j_’ Dl) !

» Cik ‘_‘: — (/ _f" 1) Wi+ R

=0 Dl/ln‘

Renprcontr 1904, Vol. XIII, 2° Sem. 88




Sp ora le due forme sono le derivate di una Iorma / di ordine 7, 1

4. b saranno espressi mediante 1 coefficienti g 1 f colle formole:

e sostituendo tali i in R, qu diver > 11 ) 4 di [, e
ho
81 ha
A == 1 R o 11 R :
i [fE L~ — = )
(15) —_ —
fLHM‘
R 1 == 7 -} = 1
(16) N e S e = = ; .
Se 1 econdi delle (1 luog ori (14)
De R ponia ) 1 - ) (n— 1)
equazion d li R, e co 16) si han —1)+1
equazioni dalle gualli posso imin le 2(n — 1 Lt 1 R rispetto
[;n[ R /) s e STy 1
— ()
0
Ont Cr= LRSI el = - ¢ 1
H Y Col oo eee ( o ‘/r /

Sottragehiamo ora dall ultima linea la (7 - 1)m g
1

indi dalla »™® linea
1)™> la 2% e cosi di seguito; infine alla 1*

sottraghiamo la 12, dalla (%
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colonna sonmmiamo la z™2, alla 22 Ia (7~ 1)m2, ece. Cosi facendo otteniamo
il determinante :

(r—1).1
Coo «--Com—e 0O... 0 = ——
n
1.(n 1)
Cn—2,0++« Cn—2n— 0 ... 0 e Y= A =0
| L
‘ 0 sntal) oo ety 0
‘ 0 0 Cn—2,0 Cn—2,n—2 0
|
[ 1 n—1 n2 A 7 = ST
0 0 Cisy — Ci,n—s > ’«‘11{“ ‘;’"77 T I‘LL"I’ fi+1 A
n n =0 gk '

Sviluppando questo determinante secondo gli elementi dell'ultima co-

lonna, si riconosce che i coefficienti di g1 ... gn SOnO tutti zero, e quindi
la precedente equazione si riduce semplicemente a

= A By L L
(17) el e e I Vi L)

=0 0 +1 1"

Jiv1 4

che & infatti una delle note equazioni pev il discriminante (v. p. es. Fad di
Sruno-Walter, op. cit., pag. 282, in cui si tenga conto del diverso signifi-
cato delle g, e si osservi inoltre che le nostre ¢ sono eguali e di segno
contrario a quelle ivi adoperate).

Fisica. — Sulla catodo-luminescenza dei cristalli. Nota del
dott. A. PocmErTiNo, presentata dal Socio P. BLASERNA.

In un'appendice ad una Memoria di W. Crookes. pubblicata nelle Phil.
Trans. Roy. Soc. London, 1879, il prof. Maskelyne, dando notizia dei risul-
tati di alcune sue esperienze sulla catodo-luminescenza di aleuni cristalli.
riferisce che la luminescenza eccitata nello Smeraldo, nella Calamina e nel
Zircone dai raggi catodici apparisce polarizzata, e ciod che viene eccitata
della luce le cui vibrazioni si compiono parallelamente all'asse della mas-
sima elasticita oftica del cristallo; molti altei cristalli da lui studiati die-
dero luminescenza affatto priva di tracecie di polarizzazione.

o ho voluto estendere queste ricerche ad un numero pit grande di mi-
nerali, e mi permetto di dare qui qualche notizia preliminave sui risultati
qualitativi delle mie esperienze.




