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siccome queste formano un gruppo, cosi, per la nota teoria di Lie, le loro
trasformazioni infinitesime soddisfanno alla indicata proprietd. Ma é evidente
che lo stesso ragionamento potrd farsi per i primi membri delle (39), cioe
delle equazioni di Betti estese, perché le formole che danno le z” e quelle
che dinno le & formano anche evidentemente un gruppo. Onde abbiamo:
¢ primi membri Uy, delle equazioni di Betli estese e completate colle altre
due categorie (oltre le tre gia considerate da Belti) [ormano un sistema
completo, cioé le parentesi formate con due delle operazioni da essi rap-
presentati, sono una combinazione lineare di tutte le U.

Per fissare le idee, indichiamo con Uy l'operazione rappresentata dal
primo membro di quella fra le equazioni (39) che corrisponde al parametro e’
giusta il modo di deduzione che abbiamo tenuto; i primi membri di (39) sa-
ranno rispettivamente rappresentati da:

Upt ) Uhi ) Uhp ) Uzi ) Upp-

Possono allora facilmente verificarsi le seguenti formole (in cui gli indiei
possono avere tutti i valori, compreso p):

( (Uni » Uy) =0 S perr = u =)
\ (Uni » Ua) = Un . per h==1

(46) j (Uni , U)=—"Uw , periz=k
/ (Uni » Uin) = U — Us; .

Chimica. — Ze leggi fondamentali della stechiometria chi-
mica, e la teoria atomica. Il discorso Haraday del prof. .
Ostwald. Memoria del Corrispondente R. NASINI.

Questo lavoro sard pubblicato nei volumi delle Memorie.

Matematica. — Sulle formole che danno lo deformazione
di una sfera elastica isotropa. Nota del prof. G. LAURICELLA, pre-
sentata dal Socio V. VOLTERRA.

La presente Nota é da considerarsi come un complemento alle due mie
Note sullo stesso argomento pubblicate rispettivamente negli Annali di Ma-
tematice (bom. VI, ser. ITI, anno 1901) e nel Nuovo Cimento (tom. V, ser. V,
anno 1903), nelle quali ritrovo le eleganti formole del prof. Almansi (!) sotto

() Sulla deformazione della sfera elastica. Mem. della R. Ace. delle Sc. di Torino,
ger. II, tom. XLVIIL.
Rr~xproontr. 1904, Vol. XIII, 2" Sem. 74
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una forma piu evoluta e paragonabile alle note formole di risoluzione del
/et per una sfera o

wato Dii

problema di Dirichlet e di quello der
un campo indefinito limitato da una superficie sf
verifica diretta di quelle formole; e precisamente voglio dimostrare che /z

continuita delle funsioni date ad ar

Qui voglio fare una

F f 2 } wnl
Sujieiente, pel € Le JOormolte

4 DIrooLenme roposto.

trovate risolvano effettivamente
In cid che seoue indicherd col simbolo (I) la prima delle due citate
Note. col simbolo (II) la seconda, e mi varrd, senza aggiungere spiegazioni,
delle notazioni in esse introdotie.
1. Le formole (2) della (I) servono a rappresentare un gqualungue si-

(I) dell'equilibrio, ammesso che

stema di integrali delle

rali siano finiti e

inui insieme alle loro derivate dei due primi

tali integ

ordini in tutti i punti era lella suj 0 1s1) e che
si abbia sui punti di o
- ‘ S = | - . n ¥ 1 Rt st —_— -
sicché in particolare per g 1 ral1 s =1, =1 = S serivere -
- i o0® (1 ‘ Dl — J
] =————— 4 ¢ b
47 il 2(2 - ) \
18] 2 P I
LU= | v — )
)= = ST IS | & = = ) [
47T 5 ala v \
R — 0- \ S )

V== 7’ ’T, === = 1 B S R ] i | ; 1]

4TIy G (27T ) \

Cid premesso, S1 ynsiderin )I'To Z) fare al-
cuna ipotesi circa al £ q ) g
traria [, Sita finila e co 1 in j o.

Indicato con f£1” il valore della £, in un pt rhi 1amente
SuL 0 20N P‘, un pun i

v G 2 b ey
15 0
i —
( — = ‘l —_ G it { =/, )
R?—¢
&(Po) = — | (/i — /) ] VP —o®)
iR G { )(9 L. 0 do ¢ (
A )

"‘ . 4 [
Var 2 2 y 0 { }
) o v T / g
Iim 7 0 {\},/”*!H’ i 7
Bh L ¢ 7/ ]
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risulta facilmente che si pud fissare una quantita finita e positiva A tale che
si abbia, qualunque sia il punto p, e qualunque sia la distanza di P, da p,,

e[ .R;.—'_o?)
7 £ 0 D‘L‘ ( % do|<A.

Il chiaro poi che la quantity A si pud fissarla in modo ancora che si
abbia, indipendentemente da p, e dalla distanza di P, da p,:

¢ [(R®— g? ! fae DELGRT
78 [‘ Q!wx\y(To) 7 f@z (_— ([g‘<A

Jo = 0T %

Descriviamo con centro in p, e con raggio uguale al segmento d (d pel
momento indeterminato, ma non superiore ad R) una sfera; e indichiamo
con ¢, la porzione di o interna a questa sfera, con o, la porzione esterna.
Evidentemente si pud fissare una quantitd finita e positiva B, indipen-
dentemente dalla scelta del punto p,, dalla distanza di P, da p,, e da o,
tale che si abbia:

(«)

() do| << A |

ligee ()L B [P Rf—gg) B
4nR f'z Taexn gw{o Y ( ) L RS
Rl : k P e Rf—g?) B
inR ‘ 2(2 + k) gf+u£ ¢z Dy( iy 28] 9% e

Se si rammenta poi che si ha, qualunque sia & e ovunque sia P,

R?* — p? [" do
4R =

oy

e se si indica con o, una quantita fissata arbitrariamente, maggiore di zero
e minore di R, avremo dalle (), () per P,p, =R —o,:

kA

R:—¢®

1 1001 DB R:—
Tt .l_“}; ’I‘ A)_f_/ v { Q{ﬁ ( )(/g /ZG<1+—+/ — i\
Rz —p0® [ k il ; e R?—gf) kA
~— d
4R (( 22+ /) 0. [ Y a_;/( PR A AT —f—/)o’*‘ s

con A, quantitd finita e positiva, che si pud fissare indipendentemente dalla
posizione di p, e dall'ampiezza di d.

(10 premesso, data una quantitd positiva ¢ comunque piccola, in forza
della continuitd della funzione f, su o, si pud fissave il segmento d, indi-
pendentemente dalla posizione del punto p,, in modo che si abbia ogni volta
in tutti i punti della corrvispondente regione o, :

i =i
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ed in modo ancora che, indicando con M il massimo valore assoluto della

funzione £, sia: "
&0 », \ 0:

4MB

formole per Pop, =R —o¢

: (R*— g
- — ! ) — = ) ('U «/VG .
(24 Ak)o™ o AL\ °

o

3 [Rt— p®\ .
& —————— | o S )*/u {[17
919 _L /+) pt+! S g \ - ¢
R — e
(P \IB
T ) 3 &yl
(E 5 3
-y L R — S
8(Py) S s B
per conseguenza, se indichiamo con g, la piu grar antita o, ,
L £0°* ; ’ D mn A
= S5 1 1 e
4MB
-~ “11'» s \
qualunque sia il punto p, preso a considerar
Da queste formol la quantitd g, pud ) sata indi-
pendentemente dall )8 i 1
lim &P) = lim P)=—0 im B

qualunque sia la direzione e il modo secondo cui il punt rno alla

sfera, si avvicina al punto p, di o
Se si osserva poi che le funzioni &(P), 5(P), {(P) continue

insieme alle loro derivate dei due primi ordini in punti interni alla
sfera (1 plmi;'l di o cioé al piu esclusi) e che in qu 1d inno alle
equazioni (1) della (I) dell'equilibrio, avremo, appunto come :va dimo-

strare, che la continuita della fun

7 > 7

della (1) valgono a rappresentare le componenti di una deformazione della
£om n g o ' N J .

sjera, corrisponoe ; valori arbitrariomente dati f,, 0, 0 adte coni-

ponentt net ///’/mf i
2. Pagsiamo ora all'esame
Le funzioni:

) J ¢
v 0 /})‘I 2
8 P g vilo — | )
("J) S1 0 2 = ora e
S 7 (3 L 97

/;.“'l‘; — J’p,
= =

3""*,‘— '_’/JJ i
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sono finite e continue insieme alle derivate dei due primi ordini in tutti i
punti del campo indefinito limitato dalla superficie sferica ¢ (i punti di o
inclusi), nei punti di questo campo soddisfanno alle equazioni (1) della (I),
e nei punfi di ¢ divengono rispettivamente 1, 0, 0; esse quindi possono
esprimersi mediante le formole (2)” della (I).

Cid premesso, si considerino le formole (2)” della (I) e, senza fare alcuna
ipotesi circa al significato di &, #, {, supponiamo che la funzione arbitraria f,
sia finita e continua in tutto il campo di variabilita o. Indicato con /'
il valore di /, in un punto p, preso ad arbitrio su ¢ e con P, un punto
qualsiasi esterno alla sfera e situato sul raggio che passa per p,, si pud
serivere, in forza di quanto si e osservato riguardo alle &,,7,,¢,:

(B — /0 == [ (7 — 719 x
) == [(h—rx

i : 2(2 —f—/X:/,‘) it E‘Q( D;;y(Rgf_‘gj) /‘ZQ: SRR
&(Py) g;ﬁi@ﬂ—ﬂwx

i : 32 +/‘f/ﬁ) 0@_}\[«@, m;;: (R:,»_;QE) de{do +&, /¥

[ primi termini ai secondi membri di queste formole sono espressioni
perfettamente analoghe a quelle studiate nel § plecedente sicche si pud di-
mostrare anche qui che, data una quantitd positiva & piccola ad arbitrio e
presa per quantitd e del § precedente la quantitd -, si puo fissare, indipen-
dentemente dalla scelta del punto p,, un segmento o, finito e maggiore di R,

Il‘ o g (=le
tale che si abbia per P, p, = 0. — R:

H I el k g 0 R®— p? o
il e e re M e LU S
¢—R (. k o 3 [R— ) 7
4nR .(7(/‘ il )( ’(Ur/)w‘ r‘,g z w/‘( ) dejdo| <3

|

1)11[(, mnmlo (p’) multu poi Lhe si puo fissare una quantlta hmta e po-
sitiva C, in modo che si abbia, ovunque sia il punto P,,
L([)")——1(\{0_1{‘)(-“ ) |'/‘I(Pu)(<(£)—l{)o ) |§I(P\\)|<(Q‘_R)(‘-

e per conseguenza, posto:

, ; ; &
IAI=M , e=R+ oo
e indicata con g, la minore delle due quantitd fissate o,, o5, risulterd
per Popo =03 — R:
f;c(Pn)_/“\oy < L '/(POH<f" ) ;(l)u) <é"

"




qualunque sia il punto o

al § precedente e osservande

ancora come

infinita si annullano come
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L'.VIAU (l) vat

sufficiente, perche le )"

preso a considerare
, che le funzioni &,7

risulta che

IO —

su o. 1)\"1‘U cid, l':}giOUﬂUdO
a distanza

la conianu

di una deformagione dello 8 fineto
(",’/‘/1(3]”]}Z!/C/L!:L atl Z,‘{/_/U/'/'v ar 7 1an 1 a /1 0, U St compo-
VX nti /((f’. [‘”/!ZL- ag.

3. Consideriamo ora le forme le (15) della (II), e, senza fare alcuna ipo-
tesi sul significato di & 17, ¢, iamo che la | F. sia finita
e continua tutts P inli delle PET [et a

Intanto si pud o8 che le & 1,¢ alle (15)" della (1I), sono

funzioni finite e ¢
inclusi), le loro derl

dei primi tre

i punti dell’ int

disfanno alle equazioni (de

se le tre componentl delle corrisp ndent

rispettivamente con le

Secondo i calcoli della (IT), per av

dei punti della siera

(1 punt

uilibrio) (1)

¢ (1 punti dio

nue 1n tutt

f1i d1 o cl al puu e si) e sod-
ella (1I); cosi bast verificare
tensioni nel pun ¢ coincidono

am e 1
ste tre comj i, bisogna
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Queste formole valgono anche a rappresentare un qualunque sistema di
integrali delle equazioni (1),, (2). della (IT), ammesso che tali integrali siano
finiti e continui insieme alle loro derivate dei due primi ordini in tutti i
punti della sfera (i punti di o inclusi); per conseguenza si ayrd in parti-

1?(»111 Ie.

Arrivati a questo punto ¢ facile comprendere che considerazioni perfet-

tamente analoghe a quelle del § 1 valgono a dimostrare che, indicando con p,
un punto qualsiasi di o e con P un punto qualsiasi interno alla sfera, si ha:

- v W
lim L(—P):F,,(/m , lim (}))zu . lim —‘(P)fu
pp,=0 R pp=0 R pp=0 R

qualunque sia la direzione secondo cui il punto P si avvicina al punto , .

Adunque la continuita della funsione ¥ ¢ sufficiente, perché le for-
mole (15) della (IT) ci diano le componenti della deformazione di wna
sfera col centro fisso, sulla cui superficie o agiscono le temsioni di com-
ponenti Fp, 0, 0.

4. Ci rimane ora da considerare le formole (15); della (II). Per 1'esame
di queste formole, dopo di avere osservato che le componenti delle corrispon-
denti tensioni mei punti di ¢ sono date dai limiti delle espressioni:

[ oz e (] I s ceflom L3 (1/3— dme, o)
eI ‘ F 7{_ 0 2 ' e el \ T i:‘ }‘5_
v 7 x

quando dai punti del mezzo indefinito limitato da ¢ si va ai punti di o, e
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che le funzioni:

~ 2
N R R(o®>—R?) o
le_+ ) N
0 2(1 —m) 7
A5l
v R(e>*—R?) o
L (1 —m) ¢y
o |
N
R(e* — R?) 0

soddisfanno alle equazioni (1), della (II) nei punti del mezzo indefinito 1i-
mitato da ¢ e nei punti di ¢ divengono rispettivamente 1, 0,0 ('), bastera

ripetere considerazioni anmaloghe a quelle del § 2. Adunque anche qui pos-

siamo concludere che la continuita della funsione Fo ¢ sufficiente, perche
le formole (15); della (II) servano a rappresentare le componenti d

deformazione del meszo indefinito limitato da o, quando nei punli di ©

agiscono tensioni le cui componenti sono Fg, 0, 0.

tematica. — Una questione fondamentale per la teoria
dei gruppi e delle funzioni automorfe. Nota di Guipo Fumini,

/
dal Socio L.. BIANCHI.

1 N
4

ue Note pubblicate

i Rendiconti dei Lincel (2° sem. 1904) io ho

studiato i gruppi (e in particolar modo i gruppi proiettivi) senza trasfor-

jioni infinitesime, accennando alle loro possibili applicazioni alla teoria

funzioni automorfe (2). Ma ora si pud chiedere: esistono funzioni F
(automorfe) wuniformi di 7 sariabili  z, ... Zn, trasformate in sé da un
qruppo /r/'r’/;""f///;'vr’/ G, contenente trasformaszioni r'/g//'/u/e.zl‘/’/zt;? E ben chiaro

che si: se p. es. con una trasformazione lineare sulle # passiamo a nuove va-
riabili #1...%n, una funzione F delle y,... ym(m<7) & trasformata in se da

tutte quelle proiettivitd (anche infinitesime), sulle z o sulle y, che trasformano

soltanto le #%m4y .- Yn. Questo ca

ovvio mon ¢ perd il solo: p. es. la

funzione sen(z: — 2 2.) ammette proic

btivita infinitesime

nza potersi ridurre
(con un cambiamento proieftivo di variabili) a dipendere da una variabile

(') Mediante le funzioni Uy, V,, W, si possono calcolare le componenti della de-
formazione, corrispondente alle tensioni di componenti 1,0,0 nei punti di o.

(2) Cfr. una mia Memoria di prossima

negli « Annali di Matematica ».

In questa Memoria sono specialmente

i grappi G propriamente discontinui in 7
variabili z; soltanto in tal caso possono esistere » funzioni delle #, indipendenti tra loro
invariate per G (Cfr. i recenti lavori di Blumenthal nei Math. Annalen).




