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soddisfanno alle equazioni (1), della (II) nei punti del mezzo indefinito 1i-
mitato da ¢ e nei punti di ¢ divengono rispettivamente 1, 0,0 ('), bastera

ripetere considerazioni anmaloghe a quelle del § 2. Adunque anche qui pos-

siamo concludere che la continuita della funsione Fo ¢ sufficiente, perche
le formole (15); della (II) servano a rappresentare le componenti d

deformazione del meszo indefinito limitato da o, quando nei punli di ©

agiscono tensioni le cui componenti sono Fg, 0, 0.

tematica. — Una questione fondamentale per la teoria
dei gruppi e delle funzioni automorfe. Nota di Guipo Fumini,

/
dal Socio L.. BIANCHI.

1 N
4

ue Note pubblicate

i Rendiconti dei Lincel (2° sem. 1904) io ho

studiato i gruppi (e in particolar modo i gruppi proiettivi) senza trasfor-

jioni infinitesime, accennando alle loro possibili applicazioni alla teoria

funzioni automorfe (2). Ma ora si pud chiedere: esistono funzioni F
(automorfe) wuniformi di 7 sariabili  z, ... Zn, trasformate in sé da un
qruppo /r/'r’/;""f///;'vr’/ G, contenente trasformaszioni r'/g//'/u/e.zl‘/’/zt;? E ben chiaro

che si: se p. es. con una trasformazione lineare sulle # passiamo a nuove va-
riabili #1...%n, una funzione F delle y,... ym(m<7) & trasformata in se da

tutte quelle proiettivitd (anche infinitesime), sulle z o sulle y, che trasformano

soltanto le #%m4y .- Yn. Questo ca

ovvio mon ¢ perd il solo: p. es. la

funzione sen(z: — 2 2.) ammette proic

btivita infinitesime

nza potersi ridurre
(con un cambiamento proieftivo di variabili) a dipendere da una variabile

(') Mediante le funzioni Uy, V,, W, si possono calcolare le componenti della de-
formazione, corrispondente alle tensioni di componenti 1,0,0 nei punti di o.

(2) Cfr. una mia Memoria di prossima

negli « Annali di Matematica ».

In questa Memoria sono specialmente

i grappi G propriamente discontinui in 7
variabili z; soltanto in tal caso possono esistere » funzioni delle #, indipendenti tra loro
invariate per G (Cfr. i recenti lavori di Blumenthal nei Math. Annalen).
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sola. Cio costituisce wna prima differenze tra le [unzioni automorfe gene-
rali e le funzioni pi volte periodiche ('). Per evitare ogni ambiguita, noi
diremo semidiscontinuo ogni gruppo, che, pur contenendo trasformazioni infi-
nitesime, possiede perd soltanto un numero discreto (p- es. finito o numera-
bile) di trasformazioni (il Fricke lo direbbe discontinuo, con trasformazioni
infinitesime). Sono perd ben distinti 1’ ufficio e la natura, che le trasforma-
zioni infinitesime hanno in un gruppo semidiscontinuo. dall'ufficio, che hanno
le trasformazioni infinitesime di un gruppo continuo di Lie, che noi chiame-
remo trasformazioni infinitesime di Lie. La differenza sta in cio, che le
trasformazioni infinitesime di un gruppo semidiscontinuo non bastano per
definire il gruppo, e non contengono parametri variabili con continuita.

TeoreMA 1. — Se una funzione ¥ di n variabili z ¢ trasformata
i se da un gruppo G proiettivo semidiscontinuo sulle z, essa ammeite
almeno una trasformazione infinitesima di Lie, e percio ammette proprio
un gruppo I’ proieltivo continuo di Lie.

Il teorema reciproco é evidente.

DiMosTRAZIONE. — Se f & una funzione delle 2, indicheremo con f(A)

il suo valore in un punto A [come sempre, le z si suppongono coordinate

in uno spazio S]; con f'; indicheremo la D—:_; S€ %, Us ... 4 SODO 7 fun-
L

zioni delle 2z con | %, s ... u, A} A, ... A, | indicheremo quel determinante di 7
linee e colonne, in cui u; (4A;) & I' j-esimo termine della 7-esima linea
(¢,j=1,2,..7). T punti A; si immaginano naturalmente punti di S.
L annullarsi identico (cioe per qualunque posizione dei punti A) del prece-
dente determinante ¢ condizione necessaria e sufficiente, affinche le u sieno
legate da una relazione lineare a coefficienti costanti. Ora affinche la F am-
metta un gruppo proiettivo continuo, & condizione I]E’CG\SZI[IH e sufficiente che
esistano delle costanti o, ey, bn (6,4,%, h=1,2, .. %) in guisa che sia
identicamente
> ailFi4 D> apnw By 3 by 2 F; =0 (j=1,2,...%)
Lk h
ossia che le » = (2 -+ 2) funzioni
Bl T Zn l z; By

sieno legate da una relazione a coefficienti costanti, ossia che si abbia 1den-
ticamente 4 — 0 (%) dove

1 K 2 B LA S L l‘”, - T e A,-‘

() I noto che una funzione uniforme di 2 variabili 2, che ammetta un sistema

infinitesimo di peviodi, si pnd, con un cambiamento lineare di variabili, ridurre a dipen-
dere da meno di x variabili: cid del resto & immediata conseguenza del seguente teore-
ma II, in cui al gruppo H si sostituisca il gruppo delle traslazioni.

(*) Se 4 fosse di caratferistica s, la F ammetterebbe » — s trasformazioni linear-
mente indipendenti.

Rexnicontr, 1904, Vol. XIII, 2° Sem. )
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Sia infatti > l;,,X;,v(dove e — T) la pilt generale trasformazione
k=1 [

infinitesima di H. Secritta una trasformazione genevica T di G sotto la for-

ma z'; = zi -~ d;, varranno ancora le (3) e ancora le d; si potranno sup-
porre infinitesime nei punti (A). Le (3) si possono quindi scrivere:

(4Y9) D 4EA)Fi (@A) =0  (k,j=1,2,..7) (i=1,2,..0)

dove con E;(Aj),F’,»(Aj) indichiamo quantita, che differiscono dalle Eri(A;),
F'i(A;) di quanto poco si vuole. Ponendo poi

A= &5 B, o DT A Ay, A A S e . e T A A, AL

; 14

le considerazioni precedenti si possono ripetere quasi letteralmente.

[ nostri risultati si possono anche enunciare cosi:

TeoremA IIL.. — Una funsione F(z, ... &,) uniforme nelle z, ammetta
un gruppo G di trasformazioni in sé stessa; e sia G contenuto in un
gruppo continuo finito H di Lie. Somo possibili questi soli tre casi:

1°°G ¢ un gruppo senza trasformazioni infinitesime.

2° G ¢ un gruppo di Lie, continuo (naturalmente intransitivo se
F == cost), sottogruppo di H.

3° G ¢ un gruppo che contiene un numero discreto di schiere di
trasformazioni (). G conliene cioe come sottogruppo un gruppo T continuo
di Lie (sotlogruppo anche di H) naturalmente intransitivo, se F =& cost:
tnoltre contiene altre trasformazioni T, , Ty, Ts..... permutabili con T ¢
inoltre le trasformazioni, prodotto di una T per una trasformasione di I.
Quesly prodotti si possono supporre tutti distinti; il prodotte di due tra-
sformazioni T ¢ uguale al prodotlo di wna terza T per una (rasforma-
lone di T (2).

(') Cfr. Lie-Engel, 7ransformationgruppen; 1ler Abschnitt; pag. 310, 321 e seg.

(*) Il primo e il secondo caso si possono immaginare come casi particolari dell'ultimo,
econdo che si suppone il gruppo I', o si suppongono le T ridotte all'identitd. Nel caso
enerale siano 2, = cost ... 2, = cost. (m << n) le minime varietd invarianti di I. Prendiamo

come nuove variabili m funzioni ¢, , @ ... @, indipendenti delle z, insieme ad altre 2 — m
funzioni @m—y ... ¢, (indipendenti tra loro e dalle prime) delle . La F diventera funzione

dell le @i @, ..., pn. Nel caso particolare clie H sia il gruppo proiettivo, si potrebbe
chiedere se le ¢, s Pa e P si possono sempre scegliere in modo tale, che le T generino
u esse un gruppo di trasformazioni lineari. A questa importante, ma assai difficile que-

tione, io ho potuto rispondere solo in casi particolari (Cfr. le pag. e la nota seg.). Sarebbe

importante sapere se i teoremi I e II continuano ancora a valere nel caso che G
sia impropriamente discontinuo, pure non contenendo trasformazioni infinitesime, e nel

caso che H sia il gruppo delle trasformasiont cremoniane (birazionali): questioni tutte

da lasciarsi a ulteriori ricerche.
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In tutti i casi dunque, con un cambiamento (perd zon sempre proiettivo) di
variabili, i riduciamo a funzioni automorfe di wna solu variabile.

" estensione al caso di tre variabili non presenta difficoltd, e forse me
ne oceuperd in un'altra Nota; il caso di » variabili pare assai difficile,
per la difficoltd, che presenta la ricerca di tutti i gruppi I proiettivi con-
tinui in » variabili.

Fisica matematica. — Sulle funzioni potenziali elicoidali.
Nota di Gruseppe PicciaTi, presentata del Socio V. VOLTERRA.

Nello studio di potenziali che si sa essere dipendenti da due sole coor-
dinate, e che quindi conservano valore costante lungo date linee. hanno par-
ticolare importanza, come ha dimostrato il prof. Volterra ("), le funzioni
potenziali di masse ad una sola dimensione distribuite su queste linee. Tutti
1 vari tipi di potenziali binari reali somo stati determinati dal prof. T. Levi-
Clvita (*); essi si riducono ai seguenti: potenziali eilindrici o logaritmici,
potenziali conici che rientrano nel tipo logaritmico, potenziali circolari o
simmetrici, potenziali elicoidali, potenziali spirali. Per i due casi dei poten-
ziali logaritmici o simmetrici sono note le corrispondenti funzioni potenziali
di masse ad una dimensione distribuite sopra una retta indefinita o sopra
una circonferenza (*). Degli altri casi ha importanza quello dei potenziali

elicoidali, potendo interessare di conoscere la funzione potenziale di una
massa ad una dimensione distribuita sopra wun’elica indefinita : questa ri-
erca forma oggetto della presenta Nota. Si perviene ad assegnare per essa
una espressione in serie distinta in due tipi valevoli, uno per i punti interni
al cilindro su cui ¢ tracciata 1'elica, 1'altro per i punti esterni. Cid fa per-
fettamente riscontro a quello che si ha per i potenziali logaritmici, Infatti
¢ noto che per la funzione potenziale di una massa distribuita con la den-
ith lineare % sopra una retta indefinita parallela, per es., all'asse z. si ha

¢ = — 2k log 10> =4 oi — 200, cos v ,

L

riferendoci a coordinate cilindriche o, 6,2z, ed avendo indicato con 01,0, 1
valori corrispondenti alla retta data e posto 8 — 6, = ». Distinguiamo ora

1 due casi seguenti:
(1) Annali della Scuola normale di Pisa, 1883: Sopra alcuni problemi della teoria
lel potenziale
(¥) Accademia delle Scienze di Torino; 1899: 7%pi di potenziali che si possono far
Linendere da due sole coordinate.
]

(*) Vedi Beltrami, Sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche. Memorie del
I'Ace. delle Seienze, Bologna, S. IV, T. II, 1881.




