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Geometria. — Sui gruppi di proiettivity. Nota di Guipo Fu-
BINT, presentata dal Socio L. BiancHI.

1. In una mia Memoria (') ho dimostrato che, se un gruppo discontinuo
di collineazioni reali (immaginarie) lascia fissa una forma quadratica (Her-
mitiana) di tipo ellittico o iperbolico, esso & propriamente discontinuo: cid
che ha portato a svariate applicazioni di tali gruppi a problemi aritmetici
e funzionali. Qui per la prima volta io tratterd i gvuppi generali di proiet-
tivitd, laseino, o no. essi fissi una forma quadratica o Hermitiana.

Lo sviluppo delle idee di questa Nota deve essere lasciato a future
ricerche, che si presentano non troppo difficili. Per brevitd mi occuperd qui solo
di proiettivita reali: le proiettivitd immaginarie si studiano, sostituendo nel
seguente teorema forme Hermitiane a forme quadratiche; per essere pi
semplice parlerd solo di forme ternarie: il metodo & perd generale.

2. Il teorema fondamentale e il seguente:

Un gruppo discontinuo G di proietiivita reali P a determinante -1
nelle variabili omogenee xy , x5 , 23, coordinate in un piano w, é propria-
mente discontinuo in wuna regione R di wno spasio S; a 5 dimensioni.
Lo spazio Ss non ¢ che il piano m considerato come luogo di coniche
Zainxi v =0 a coefficienti reali, ossia ¢ quello spazio, in cui le ay Sono
coordinate reali omogenee (e in cui G opera pure in modo proietlivo).
La regione R di S5 ¢ quella che corrisponde a forme ¥ definite (elissi
immaginarie a coefficienti reali di w) non degeneri.

Dmv. Una proiettivita P, ridotta a forma canonica, & di uno dei tipi
seguenti:

(I) @#i=o0ixi (1=1,2,8) (o; costanti reali; o, 0; 03 =1)

(IT) zi=0\2, &y=0,(c08 025 —senbzs) z5= 0, (cos 03— sen 6as) (0,05=1
(IH) L":=Q|\~’.71 + ("2) ” = 0\ZL2 -"::, = Q0243 (‘Jf (R 1)

(LV) = -+ @ D E=10 T2 5= .

Ouva, ricordando che per una forma F definita non degenere le quantitd
@y Gas y (g3 Sono sempre differenti da zero, si riconosce tosto che se una
tale forma pud essere portata dalla P in una forma infinitamente vicina,
allova P & del tipo (I) o del tipo (II). (Ricordiamo che F' é rappresentata da
un punto, che supponiamo a distanza finita dal contorno di R). Se la P &
del (I) tipo, devono essere tutte le ¢ pochissimo differenti da - 1 (caso da

(") Sulle forme quadratule ed Hermitiane, ece. Atti dellAccademia Gioenia, 1904.
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escludersi, perche P sarebbe allora infinitesima e G, contro 1" ipotesi, non sa-
rebbe discontinuo) oppure una di esse, p. es. 0, , deve essere pochissimo differente

da 41, mentre 0,,0; differirebbero di pochissimo da — 1. La P® in
quest’ ultimo caso sarebbe infinitesima (cid c¢h'é assurdo, perché G & sup-
posto discontinuo) a meno che non fosse proprio ¢, =1,0,=0;=—1.

Se la P & del (II) tipo si riconosce tosto (con ragionamenti analoghi a
quelli di Fricke Awutomorphe Functionen, pag. 97) che, se nessuna potenza
di P ¢ infinitesima, deve essere o, =1, e 6 razionale con 27z. Le uniche
proiettivith P di G che possono portare una F in una forma infinitamente
vicina sono percid proiettivita di uno dei tipi seguenti

(P2) &y =2, Zy=—=008 02, —sen Oz, 25— cosOa; - sen 6zs.

Ora P,, P, lasciano fisse rispettivamente le forme:

(F,) /',/,‘f—l—ull —[—///‘ ]—23/4‘3,_15
(F,) Lzt =+ m(z5 + 23)

dr)\ Z,nz. n,p sono costanti qualunque, legati dalla sola condizione che
F,) sia definita. Il sistema delle (F,) uno & spazio a 3 dimensioni S,
in S;; il sistema delle (F,) & una retta S, in S.: come rivela un facile
caleolo le uniche forme F (gli unici punti di R) che P, o P, portano in
forme (in punti) infinitamente vicini sono quelle | plulh) che sono infinita-
mente vicine a una delle forme F, o F, (vicini allo S; o S, assiale della
considerata trasformazione). Di pilt notiamo che dato lo spazio assiale S; 0 S,,
la P, o la P, sono determinate a meno al piu dell'angolo 6. Ora, se G
fosse in R impropriamente discontinuo, vicino a ogni punto di R passerebbe
uno di questi S, o di questi S;; in una regione di R esisterebbero almeno
due di questi S, o S; infinitamente vicini; siano U,V le corrispondenti
trasformazioni; le U=' VU e la V sarebbero trasformazioni (simili) con spazi
assiali distinti, ma infinitamente vicini. La U~ VU V- sarebbe percid infi-
nitesima, senza perd ridursi all’identita. Il gruppo G, contenendo trasfor-
mazioni infinitesime, non sarebbe discontinuo, contro 1" ipotesi.
L'importanza di questo teorema e dell’analogo per proiettivitd complesse
(cfr. § 1) consiste in questo, che esso di uno spazio, in cui un gruppo
discontinuo qualunque & impropriamente discontinuo, e percid possiede un
campo fondamentale H. Per la ricerca dei campi fondamentali é, come ho
dimostrato nella Memoria citata, assai importante 1’ introduzione di metriche
ossia di un invariante (distanza) di 2 punti. Anche nel nostro caso 2 punti
di S; (due coniche di =) hanno, com'® ben noto, non uno, ma due invarianti

distinti rispetto a ogni proiettivitd di 7z; il vedere quale possa essere 1'im-
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portanza di tali invarianti nella ricerca effettiva dei campi fondamentali,
deve essere lasciato a future ricerche.
3. Accennerd ora, come i risultati precedenti, diano senz'altro il mezzo
di risolvere le due questioni fondamentals:
I. Quando mai G opererd in modo propriamente discontinuo sulle

-, —, considerate come variabili complesse, e si potrd percid parlare di

ry X3

7
Ly

funzioni delle % .?’:3 invarianti per G (automorfe)?
A3 A3
II. Come si possono applicare i risultati precedenti alla teoria arit-

metica delle forme quadriche di tipo iperbolico?

Ad entrambe le domande si risponde con uno stesso artificio.

Consideriamo il piano 7z come luogo di rette &, ,&,,& e il gruppo G’
(correlativo di &) nelle variabili &. Pensiamo a G', al solito, come operante
sulle forme F’ quadriche 38 & &, e indichiamo ancora con S, R lo spazio
delle B e quella regione di esso che corrisponde a forme definite. La F’,
se degenere, si sdoppia in due punti immaginari coniugati; lo studiare come

~ PRI 4 2 . . . A~
G opera sulle variabili complesse — , — corrisponde percid a studiare come G
/41 3

L3 L3

A

opera sulle coniche degeneri. Costruito pereid un poliedro H' fondamentale
per G’ in S avremo:

1l gruppo G ¢ propriamente discontinuo nelle variobili complesse
il o E puo servire alla costrusione di funzioni awtomorfe, allora e
L3 w3
allora soltanto che G' opera in modo propriamente discontinuo sulle forme
quadriche degeneri, ossia quando H' ha ira le sue faccie un peszo della
superficie (f.3) =0. Indico con (B;) il determinante delle f. Sia ora
2 i 2y una forma iperbolica in coordinate di punti. Sard Sz 8 un
invariante per G e G'; la F ¢ determinata, appena sia dato in S 1'iperpiano I
definito da Zey fix =0 (dove S, si intendono come coordinate correnti).
E la F si potra dire ridotta, se I taglia H: ne discende tosto che ogni
forma I' & equivalente almeno a una ridotta; di piu le regioni di I interne
ai poliedri fondamentali contigui ad H' si potranno con una trasformazione
di G' portare entro H'; essi determineranno cosi nuove forme ridotte, che
diremo contigue alla forma ridotta iniziale. Le proiettivitd, lascianti fissa
la I, corrisponderanno a proiettivitd di S, lascianti fisso 1'iperpiano I ece.
Come si vede dunque, anche la teoria delle forme di tipo iperbolico rientra
nella nostra teoria generale ed ¢ completamente analoga alla teoria di Klein
per le forme di Gauss.

Oss. I*. Il fatto che i gruppi proiettivi su 2 variabili omogenee con-
ducano precisamente a gruppi lascianti fissa una forma quadratica risulta
ora evidente dal fatto che il discriminante (8i;) di una forma quadratica o




Hermitiana in 2 variabili & di 2° grado mei coefficienti della forma. Nel
nostio caso la (i) =0 & di 3° grado; & percid interessante lo studio diretto
delle proisttivitd lascianti fissa una forma di 3° grado o di grado piu ele-
vato: Dopo la presentazione della presente nota io sono giunto al seguente
teorema: Un gruppo reale proiettivo, che lascia fissa una variela V, e sensa
f/’//S[’O/’/??(/Jfal/!f lvzzl’,/',g_/'/;'.?f'//lg‘ ¢ A/V/’//l/’/'f.r////Q'/j'r,;’ (/:;‘,\\cw,[' wo In /l‘/u"‘v(/ /'1‘.[//.'//18
(se esiste) 1 cui punti sono interni alla propria quadrica po lare rispetto
a V; un teorema analogo vale per gruppi complessi, e per i sistemi di va-
rietd; da questo teorema si possono dedurre di nuovoe i precedenti risultati.

Oss. II®. Per quanto, come ho detto nel § 1, la teoria delle proietti-
vitd complesse si possa trattare direttamente in modo analogo, pure osser-
verd che scindendo ogni variabile nella parte reale e nella immaginaria, il

loro studio pud (iz un certo semso) rientrare nello studio delle proietti-
vita reali; & pure ben chiaro che queste ultime sono caso particolare di
proiettivita complesse. Cosi p.
una forma quadratica reale g

le collineazioni veali trasformanti in sé

ik £i Lx S0N0 caso particolare delle collinea-
zioni generali trasformanti in sé la forma Hermitiana 4 Sz (z zy —+ ok 7),s

dove le 2} sono le variabili immaginarie coni

Ca. — Ricerche ed esperienze di telefonia elettrica senza

filo. Nota preliminare di QUIRINO MAJORANA, presentata dal Socio
P. BLASERNA.

Subito dopo 1'invenzione della teleorafia elettrica senza filo, era natu-
rale che il desiderio di poter trasmettere anche la parola. mediante 1'uso di
apide perturbazioni od oscillazioni elettriche si facesse sentire. Il problema
S1 presentava abbastanza seducente. anche perché l'apparato ricevente di un
possibile felefono elettrico senzg filo, non doveva essero piu studiato; il
rivelafore o detector maenetico di Marconi, 0 i ecoherer a decoesione spon-

tanea molto probabilmente si sarebbero prestati a riprodurre i suoni o le

parole trasmessi mediante onde elettromagnetiche di variabile intensitd.
) 70 LJ g r = o | o . . .
Molte volte fu annunziato dalla stampa la realizzazione di un simile

dispositivo, ma a me non consta che serie esperienze sieno state sinora ese-

guite, seguendo il concetto suesposto.
Chi comincia a studiare questo |

produrre onde elettromagnetiche persisienti di lunghezza paragonabile a

quelle adoperate in telegrafia senza filo. I

roblema, crede forse alla necessita di

le Iu_-[‘l’;if) che taluno ha ])IAOI’O‘t’O di
servirsi delle rapide oscillazioni date da
aggiungere al

: un arco cantante, cercando di ag-
circuito vibrante di esso, altro ci
sperdere energia nel libero spazio e nel
disponibile nel circuito Duddel (

reuito aperto destinato a di-
suolo. Ma la piceolesza dell'energia

anche se questo & posto in vibrazione dalla



