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campo geometrico. Possibili sono dunque geometricamente, la geometria non
euclidea, la geometria iperspaziale, la geometria non archimedea. In (ueste
geometrie i dati dedotti dall'esperienza sono mantenuti. Ma un assioma che
stabilisce ad esempio che la linéa piu semplice (ciod la retta) ¢ determi-
nata da tre punti indipendenti anziché da due, sarebbe ammissibile nel-
I'Ausdehnungslehre, ma non nella geometria. Eeco ad esempio che una geome-
tria piana nella quale non valga il teorema di Desargues, o non argué-
sienne, per me non esiste; esiste soltanto una forma astratta alla quale puo
corrispondere anche una forma geometrica ma non un piano. Cio non toglie
perd che nell'analisi dell'indipendenza dei postulati sia utile tralasciarne
aleuni sostituendoli astrattamente con altri e costruendo cosi nuove forme
astratte, come ha fatto in modo ammirabile il sig. Hilbert.

Matematica. — Sulle distorsioni dei solidi elastici pie volte
connessi. Nota del Socio Viro VOLTERRA.

1. In due Note precedenti (!) ho mostrato che le leggi dell’ equilibrio
dei corpi solidi elastici i quali occupano spazi pil volte connessi (ciclici)
si differenziano da quelle dei solidi elastici che occupano spazi semplicemente
connessi (aciclici), ammesso in ambo 1 casi che le deformazioni siano
regolari.

Se lo spazio occupato dal solido & ciclico sono possibili delle distor-
séoni le quali determinano uno stato di tensione nel corpo anche in mancanza
di forze esterne. Tali distorsioni invece non si possono avere quando il corpo
elastico occupa uno spazio acielico.

Nel caso dunque in cui il corpo elastico occupa uno spazio ciclico si
presenta tutta una serie di problemi che interessa risolvere; i problemi ciog
di determinare gli stati di tensione dei corpi dovuti a date distorsioni ad essi
applicate.

Onde facilitare la visoluzione di questi problemi, preparando la via a
trasformarli convenientemente, esporremo molto brevemente in questa Nota
alcune considerazioni d'indole generale.

2. Cominciamo dal calcolare la energia di un solido elastico soggetto a
date distorsioni.

Denotiamo con ¢y, , fes , tss , Zos , L3y - f1e le sei caratteristiche della ten-
sione di un solido elastico deformato (lo s¢ress secondo la denominazione degli
Inglesi) e con yy,, yee, yss s Yos s Y31, y1e 1@ sei caratteristiche della deforma-
zione (lo strain).

(') Sedute del 5 e del 19 febbraio 1905.
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Chiamando ¢ il potenziale elastico unitario esso sard una funzione omo-
oenea di secondo grado delle y, e avremo
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onde la energia del sistema sard
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denotando con S lo spazio occupato dal solido.

Supponiamo S pid volte connesso (eielico) e la deformazione regolare.
Immaginiamo tracciate le sezioni o0, ,0;, ... 0y che rendono S semplicemente
connesso. Mediante semplici integrazioni per parti e denotando con u, v, w
le componenti degli spostamenti dei punti del solido elastico a partire dallo
stato naturale, avremo:
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in cui ¢ & il contorno di S, # la normale a ¢ diretta verso l'interno di S,
mentre »; & la normale a 6; e %y, Vs, wx 1 valori di #,v,w sopra g; dalla
parte adiacente alla regione in cui entra »;, e %z, vz, wp 1 valori dell’ altra
parte.

Supponiamo nulle le forze di masse e le tensioni superficiali. Chiamiamo
poi Ui, m;, ni,pi,qi, 7 le sei caratteristiche della distorsione relativa al
taglio o; e X;,Y;,Z; le componenti della tensione unitaria che sollecita

ciascun elemento della sazione o;. Resulterd allora
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onde posto

L,:=fX,do',, M,.:I‘Y.vda.v, N;:fZ;dm.

Pomsf (Yis—Zig) dov , Q= [ @s—x X5)doy , = (Xiy— Y. do
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Per semplicitd potremo indicare le 6 caratteristiche delle distorsioni

COn Si, 82, ... 85» € 1 corrispondenti coefficienti loro nella precedente espres-
sione con E,,E,, ... E,,. Avremo allora
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3. Diremo distorsione elementare una distorsione che corrisponde a tutte
le 5; =0 una sola eccettuata ed eguale ad 1.

Supponiamo che la sola s, sia diversa da zero ed eguale ad 1 e chia-
miamo By, i corrispondenti valori delle E;. Si riconosce immediatamente che

allorquando i valori delle caratteristiche delle distorsioni sono s, , s, ..
resultera
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per conseguenza
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4. B facile stabilire il significato delle quantita E; ed Ei .

Percio osserviamo che L;, M;, N;, sono le componenti della forza resulj
tante e P;, Qi, R; le componenti della coppia resultante delle tensioni agenti
sulla sezione ¢; quando si prenda per centro di riduzione I'origine degli assi.

Potremo dunque chiamare L;, M;, N;, P;, Q:, R; gli sforsi che sollet
vitano la sexione o; o genericamente diremo che E,, E., ... Es, sono gli
sforsi relativi alla distorsione S, , S, ... Sen - \

Quanto alla E; essa potrd denotarsi colla denominazione di s/fo7o
d’ordine i indotto dalla distorsione elementare d’ordine h o anche sem-
plicemente si potranno chiamare le By, ¢ coeficienti degli sforsi. . '

5. Il teorema di veciprocitd del Betti vale allorché si tratta di corpi
elastici i cui punti subiscono dallo stato naturale spostamenti monodromi.
Infatti le integrazioni per parti necessarie per stabilire ques.to teorema non
possono applicarsi nel caso della polidromia come lo sono in quello della
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qual resultato conduce il procedimento

Cerchiamo dunque a
olastico che abbia subito

monodromia.
del Betti allorché si applica al caso di un corpo
o pon sia sollecitato da forze esterne.

", .. S applicate succes-

ristiche delle due diverse

dib[\‘l'\i\.‘l]i
Consideriamo due distorsionl 8, 82y« Sen 3

sivamente al corpo elastico S. Siano yp. yrs 1@ caratte
w0, 0 ; u,v, 0 18 corrispondenti compo-

deformazioni che ne seguono e u,

nenti degli spostamenti.

Con facili calcoli avremo
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in cui ¢’ denota la funzione ¢ nella quale sono state sostituite le yps alle yys.

Dalla precedente eguaglianza segue:
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cui le notazioni sono le stesse di quelle usate nella formula (1). Quindi

S Ejsi=) Es

Abbiamo dunque il teorema:
un corpo elastico pii volte connesso due sistemi di distorsioni

generano due sistemi di sforai, la somma dei prodolti degli sforzi del
S teristiche del secondo sistema di distorsioni @

tto degli sforzi del secondo sistema per le caralteristiche

Se in

fema
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equale al prod
) € G proao
rimo sistema di distorsioni.
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6. Dalla eguaglianza (2), tenendo presente Che 8, , S35 v Son 5 Sis Sty +se Son

sono quantita arbitrarie, si ricava

B = Eni

(3)
per tutti i valori degli indici 7 e /. Reciprocamente da queste eguaglianze

discende come conseguenza la (2). Ne segue che il precedente teorema di

reciprocitd potra enunciarsi ancora nei termini seguenti:
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Lo sforzo d’ordine i indotto dalla distorsione elementare d’ ordine h
¢ equale allo sforzo d ordine h indotto dalla distorsione elementare d’ or-
dine 7.

In tal modo il teorema assume un aspetto simile al teorema fondamen-
tale della induzione elettrostatica.

Una forma ancora piu semplice che pud darsi al teorema & questa:

I coefficienti degli sforsi non cambiano valore per wna trasposizione
degl' indici.

7. Date le applicazioni del teorema di reciprocitd enunciato non & inu-
tile esaminarlo ancora sotto un altro aspetto.

Prendiamo due sezioni qualunque o, e o, del corpo elastico. Non
escludiamo il caso che esse possano anche coincidere.

Eseguiamo dapprima una distorsione consistente in una traslazione rela-
tiva T,, nella direzione A,, degli elementi delle due faccie del taglio o,
quindi calcoliamo la proiezione S, in una direzione %, della resultante delle
tensioni che vengono a sollecitare la sezione o .

Eseguiamo poi, invece della precedente, una distorsione consistente in
una traslazione relativa T,, nella direzione /., degli elementi delle due faccie
del taglio o, e calcoliamo la proiezione S, lungo %, della resultante degli
sforzi che vengono a sollecitare la sezione o .

Pel teorema di reciprocity avremo

Sg Tg = S| Tl
e quindi
8_ 8
ML 1Ty

ciod le proiezioni dei due sforsi nelle diresioni delle due traslasioni sono
proporzionali alle grandezze delle traslazioni stesse.

Un teorema perfettamente analogo si ha sostituendo alla traslazione T,
una rotazione T, attorno alla retta /, , purche si sostituisca alla proiezione Sy
della resultante delle tensioni che sollecitano gli elementi di o, , il momento
delle tensioni stesse per rapporto alla retta 2, .

Finalmente un terzo teorema pure amalogo si ha facendo simili sosti-
tuzioni per T: e S, .

Queste tre proposizioni equivalgono al teorema di reciprocitd enunciato
gid in varl altri modi nel paragrafo precedente.

8. Dalla (3) si ricava che
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onde chiamando e; i coefficienti della forma reciproca della forma

= 2n Bin Si Sa s

avremo un altro modo di esprimere la energia del sistema mediante la

formula
= i
1"4———;22»‘ h}u.l»,.
9. Ne lh Nota precedente (') abbiamo dimostrato che, data una defor-
un sistema pin volte connesso, a due tagli equivalenti corri-
spondono r,mz"'. distorsion:

X.ml amo ora LOIHPlr}{'\lL questa pmpoxmone provando che a due tagli

" \. ondono anche egt uali sforsi.

Iut’ntti. per denmLmUc‘ la sezione o, si pud 77durre ad una sezione gy
equivalente mediante deformazione continua. Mentre tale ridusione avviene, la
superficie o, genera un solido S, che costituisce una parte del corpo elastico S.

Il solido S, sard limitato da o, , o, e da una superficie laterale @ . Noi
possiamo ora immaginare S, in equilibrio sotto 1'azione delle sole tensioni
che agiscono sopra o, e o;. Di qui resulta 1'eguaglianza degli sforzi.

Gli sforzi dunque, al pari delle distorsioni, non sono elementi specifici
di ciascun taglio, ma dipendono esclusivamente dalla natura geometrica dello
spazio occupato dal corpo e dalla deformazione regolare di cui esso @ affetto.

Il primo problema fondamentale che ci potremo proporre nello studio
delle distorsioni dei solidi elastici piu volte connessi sard il seguente: Date
le 6n distorsioni determinare i 6n sforsi, supponendo nulle le forze
esterne. Questa questione é equivalente a quella di determinare i coefficienti

consacreremo una Nota successiva all'esame di vari casi parti-

Matematica. — Ricerche sulla sestica binaria. Memoria del
Corrispondente ERNESTO PAscAL.

Questo lavoro sara pubblicato nei volumi delle Memorie.

Matematica. — Sull'arbitrarieta delle caratteristiche nelle
f"//’///"r//,’ di addizione delle /.///2:/'0/,2/' 9 di una variabile. Nota del
Corrispondente ALFREDO CAPELLLI.

Questa Nota sara pubblicata nel prossimo fascicolo.

(') Art. T, § 1




