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Fisiologia. — Sull’esaurimento e restauro der centri ner
vosi delle rane. Nota del Socio straniero U. KRONECKER.

Matematica. — Swi gruppi di movimenti. Nota del dott. Ev-
GENIO Eria Lgvi, presentata dal Socio Lurar Brancar.

Matematica. — Nuove applicazioni dei metodi di Riemann
e Picard alla teoria di aleune equazioni alle derivate parziali.
Nota del prof. Guino Fumini, presentata dal Socio U. Dinr.

Le Note precedenti saranno pubblicate nel prossimo fascicolo.

Matematica. — Un contributo all’analisi delle funzioni. Nota
di G. ViraLi, presentata dal Socio S. PINCHERLE.

Il sig. Lebesgue osserva (') che le funzioni classificate dal sig. Baire (2),
e che noi chiameremo brevemente funzioni di Baire, sono funzioni misu-
rabili B.

To qui voglio dimostrare la proposizione reciproca, dopo di che si potrd
dire che:

Condisione necessaria e sufficiente perché una fun-
gione sta una fungione di Baire ¢ che sia misurabile B.

1. Cominciamo col richiamare la nozione di gruppo misurabile B.
Consideriamo le operazioni:
I. « Fare la somma di un infinita numerabile o di un numero finito
« di gruppi ».
II. « Prendere la parte comune a tutti i gruppi di una famiglia con-
« tenente un numero finito o un infinitd numerabile di gruppi ».
Chiamiamo inoltre gruppi fondamentali B i gruppi formati da tutti i
punti che riempiono un segmento, gli estremi compresi o no.

(1) Legons sur 'intégration etc. par Henri Lebesgue, pagg. 111-112, Paris, Gauthier-
Villars, 1904.

(2) Tesi di R. Buire, Annali di Matematica, 1809; Legons sur les fonctions discon-
tinues par René Baire, Puaris, Gauthier-Villars, 1905; Legons sur les fonctions de varia-
bles réelles, paxr Emile Borel, pagg. 149-158, Paris, Gauthier-Villars, 1905.




— 366 —

« T gruppi misurabili B sono tutti quelli che si ottengono applicando
« le operazioni I e II sui gruppi fondamentali B e su quelli che cosl via
« via si ottengono =.

Consegue che:

« Applicando le operazioni I e I1 su gruppi misurabili B si hanno
« gruppi misurabili B = (').

Ora facciamo la seguente importante osservazione:
ad un gruppo sara dimostrala per lulté i

Una propo
abili B se sara vera per ogni gruppo “/IU/I({!I)N('H/(I/t’ B e se

inotesi che sia vera per una famiglia di gruppi, ¢ vera

qQruppi nisu

rogni ¢ che si oltiene applicando a gruppi di quella famiglia
perasiont I e I1.
2. Sia 7 una funzione e siano p e ¢ due numeri reali e p < g¢.
Indicheremo con )/ la funzione uguale ad / nei punti in cul p = f =g,
ed uguale a » nei punti in cui /<p, ed uguale a ¢ nei punti in cui /> g¢.
‘Noi vocliamo dimostrare che « se /& una funsione di Baire anche

/ ’ 15 B
& La /i 1a junsione @t D¢

Il teorema & manifestamente vero se / & di classe 0, perché se / &
Per dimostrarlo in generale basterd che noi pro-

ure =.

continua lo & pure la j/{7.
viamo che se & vero per ogni funzione / di classe minore di » (» essendo
il tipo ordinale di un gruppo bene ordinato finito o numerabile) & vero pure
per ogni funzione di classe ».

Supponiamo adunque che il teorema sia vero per ogni funzione di classe
minore di » e sia / una funzione di classe ».

La 7 & limite di una successione di funzioni ciascuna di classe mi-
nore di »:

) 2 R S
Le funzioni

VAL Yy £ (g V£ (g
//h; ’ 1/’3\;: 3o = )/”\p' . ¥

sono dunque tutte funzioni di Baire.

Inoltre esse convergono manifestamente verso jf{7, dunque j/{7 & una
funzione di Baire.

Osservazione. 11 metodo di dimostrazione ci porterebbe anche a pro-
vare che se / & di classe », la )/ 7 & di classe » o minore. Ma cid ora a
noi non interessa.

3. Ora mi propongo di dimostrare che:

Se (a,b) é un intervallo, se G é un gruppo di punti di (a ,b) misu-
rabile B ¢ se m ed n sono due numeri reali, la [unzione [ che é uguale

(*) Enuncio questa proposizione specialmente per chiarire il senso della definizione

precedente.
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ad m nei punti di G ed uguale ad n nei rimanenti punti di (a, b) ¢ una
[unsione di Baire.

La dimostrazione & suggerita dall'osservazione che chiude il §1. Se G
¢ un gruppo fondamentale B,la / ha al massimo due punti di discontinuita
e quindi & certo una funzione di Baire. Supponiamo ora che il teorema sia
vero per uma famiglia F di gruppi. o dico che & vero per ogni gruppo che
si ottiene applicando le operazioni I e II sui gruppi di F.

Siano G, e G, due gruppi di F. Sia /, la funzione uguale ad 7 in G,
e zero nei rimanenti punti, ed /, la funzione uguale ad 7 in G, e zero
nei rimanenti punti. La funzione £, 4~ /; ¢ 2m nei punti comuni a G, e G,
e m nei punti appartenenti ad uno solo di questi gruppi ed & nulla nei
vimanenti. La funzione ¢ uguale ad |/, - /2" se 7 >0 od a o 1248
se m<_0 ¢ uguale ad 7 nei punti di G, -G e nulla nei rimanenti. Inoltre,
essendo le /1, /, funzioni di Baire, anche ¢ & una funzione di Baire. Cosi

1 : D ey : n
pure 7 — ¢ ¢ una funzione di Baire ed anche la funzione ¥ — i (m — @).

La v & nulla nei punti di G, —+ G ed uguale ad # nei rimanenti, e
quindi la funzione / uguale ad 7 nei punti di G, 4 G, e ad # nei rima-
nenti, & la somma di ¢ e ¥ e percid ¢ una funzione di Baire. Di qui segue
subito che se

G],Gg,..-Gr

sono 7 gruppi di F, la funzione uguale ad m nei punti di
G1+G2+"'+Gr

e ad » nei rimanenti & una funzione di Baire. Ancora: se
GiniGra , bian Gt

¢ un ‘gruppo numerabile di gruppi di F, le funzioni [» uguali ad m nei
punti di G, 4 Ge -+~ G, e ad # nei rimanenti sono funzioni di Baire
formanti una successione che tende alla funzione [ che & m nei punti di

G+ Gt G-

ed » nei rimanenti. Questa / & dunque una funzione di Baire. Si puod cosi
dive che applicando ad F 1'operazione I si ottengono gruppi pei quali vale
il teorema.

L'operazione II applicata a F si viduce alla I applicata ai complemen-
tavi dei gruppi di F', pei quali vale il teorema. Dunque il teorema vale
anche pei gruppi che si ottengono da F applicando 1'operazione I1.

Il teorema & cosi dimostrato.

4. Se un intervallo (a,b) ¢ diviso in una famiglia di qruppi misu-
rabili B (costituita da wun numero finito o numerabile di gruppi) e se a
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eiascun gruppo Gi di quella famiglia si fa corrispondere un numero mi,
la funsione che assume in ogni punto il valore del numero corrispondente
al gruppo cui appariiene il punto, é una funsione di Baire.

Difatti essa @ la somma delle funzioni f; che sono uguali ad m; nei
punti di G; e nulle nei rimanenti, e le /i sono funzioni d1 Baire.

5. Una funsione misurabile B ¢ una funsione di Baire. — Sia [f(x)
una funzione misurabile B, ¢ un numero positivo qualsiasi, » un numero

intero positivo o negativo, I, il gruppo dei punti in cui
no = f<(n+41)o0.

I, & un gruppo misurabile B.
La funzione g. che & uguale ad n¢ in ogni punto di I, qualungque

sia 7, © una funzione di Baire, ed in ogni punto e
0=f—g:.< 0.
Sia ora

ST R S IS

una successione di numeri positivi e tendenti a zero. Sard

lim @q, = f

in ogni punto, e quindi £ & una funzione di Baire.

Fisica. — Sugli effetti di correnti continue interrotte ed

rnate e di onde hertziane sul ritardo di nza///zﬂ//::rl:/fmc nei
corpi magnetici in campi Ferraris (') Nota del prof. RiccArRpO

Arnd, presentata dal Socio G. CoLoMmBo.

In una Nota testé presentata a questa R. Accademia (®) ho riferito i
risultati di una serie di ricerche intese a studiare il fenomeno della varia-
zione di isteresi in un cilindro di acciaio in campi Ferraris di diversa inten-

(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Elettrotecnica del R. Istituto Teenico Supe-

riore di Milano (Istituzione Carlo Erba) in collaborazione con 1'egregio signor Assistente
ing. Ginseppe Comboni.

?) Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, seduta del 5 marzo 1905. Vedi anche
i miei precedenti lavori rispettivamente pubblicati nei Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei, 1° semestre 1904, pag. 272; negli Atti dell'Associazione elettrotecnica italiana
(Comunicazione fatta alla Sezione di Milano npella seduta del 25 maggio 1904); e nei

Rendiconti del R. Istituto Lombardo di scienze e lettere, 1905, Serie 1I, vol. XXXVIII,
pag. 142,




