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pensazione riesca imperfetta, non ci deve far meraviglia, quando si rifletta
cid che succede per gli altri organi.

Rimangono da spiegare la ereditarietd del gozzo e il cretinismo. Se si
ammettesse la ereditarietd delle proprietd acquisite, la spiegazione si trove-
rebbe facilmente. D'altra parte bisogna confessare che 1'argomento della ere-
ditarieta riguardo al gozzo e al cretinismo & troppo poco studiato; il fatto
perd che quando una madre di parecchi cretini passa in un luogo immune,
non ha pitt figli cretini, condurrebbe a credere che la stessa causa che agisce
sulla tiroide della madre agisca anche sulla tiroide del feto, ma di questo
argomento si occupa piu specialmente uno di noi (Munaron) in una Nota
che viene presentata contemporaneamente alla presente.

Riunendo insieme quanto abbiamo fin qui detto, ci sembra di poter
conchiudere che nello stato attuale delle nostre comoscenze la causa diretta
del gozzo deve cercarsi nella quantita di jodio contenuto nell ambiente e
pie particolarmente mella polvere atmosferica, e che questa causa direita
deve alla sua volta rapportarsi agli organismi convivents nello stesso am-
biente, in cui stanno gli animali nei quali si manifesta il gozzo endemico.

La questione, messa in questi termini, offre certamente un grandissimo
interesse scientifico e noi speriamo di poter ottenere i pochi menzi necessari
per svolgerla ulteriormente.

Matematica. — Sui gruppi di moviment;. Nota del dott. Evernio
Evu1a Levi, presentata dal Socio Lurer Brancar.

1. 11 gruppo dei movimenti di uno spazio euclideo ad 7z dimensioni é un
gruppo ad % parametri che ha per operazioni infinitesime generatriei

le traslazioni

T\=pl,T2=pz,.-.,T”:pn
e le rotazioni
Ro=zipr—anpi (i, k=1, ... , ).

Si avrd R = — Ry;. Le formule che danno la composizione del gruppo
sono

(Ti Tw) =0 (Rix T.)) =0 (Rix Ts) = — Ty (Rix Rim) = 0 (Rix Ry) = — Ry,
(¢,%,0,m essendo indici diversi).

Chiameremo traslazione una combinazione lineare di traslazioni, votazione
una combinazione lineare di rotazioni.

Con un conveniente movimento reale
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si pud portare (!) la pitt generale operazione infinitesima del gruppo nella forma

(l) X/= /Zl ng + h2 RS»L + oo + hr R?r—l 27‘+aﬂr"+l Tzr’-H + + An Tn (7”’2 7‘)-

Se una operazione X/ & portata nella forma (1) o pid generalmente
nella forma Xf = me‘ Rux —'f— z(lzr-u‘ Torsi (bnk = — bwn), si vede chiara-

Rk <<2r [
n-2r

mente che essa trasforma in s& gli S, ., di equazione > @giiZssi = c dove
1

¢ ¢ una costante arbitraria e le a,,,; sono tali che Za,,..; @i =0. B vice-

versa. Se quindi chiamiamo e/iché le traiettorie di un gruppo ad un para-

metro di movimenti, perché le eliche di X/ appartengano all’S, ambiente

e non ad uno spazio lineare subordinato, & necessario che non esistano S,_,

trasformati in sé¢ da X/, e quindi che in (1) » sia il massimo intero contenuto

in e che nessuno dei coefficienti %, ¢ sia nullo.

2. I gruppi a due parametrs. — Ci proponiamo di mostrare che ogni
sottogruppo reale a due parametri del gruppo dei movimenti é abeliano.
Incominciamo dal trattare alcuni casi particolari. B bene evidente che la cosa
¢ vera se il gruppo & generato da due traslazioni. Supponiamo che il gruppo
sia generato da una traslazione e da una rotaziome: supponiamo che la

rotazione sia portata nella forma (1) R——-Zhi Rqi_12i € che Ja traslazione
7

n
ST — Za,— T,. Siccome le traslazioni formano un sottogruppo invariante nel
1

gruppo dei movimenti, sard (R7)=e¢7. Ma l'equazione

(]f T) = (Zhi Roici2i Zai Tu‘) = —‘Zdzi—l hi Ty, + Zazi hi Tyioy =0 Z a; T;
i 1 1 i 1
si spezza nelle altre
hi @nioy = 0si i @i = — 0t3i (6 < 7) 0= oay (k = 2r).

Quindi o sard ¢ =0 @s_, = as; = 0 (! < 7): il gruppo sard abeliano e
T non conterra che indiei > 2». Oppure dalle prime equazioni si dedurrd
¢*=—1 o quindi il gruppo non sard reale. Quindi ogni gruppo reale ge-
nerato da una traslazione e da una rotazione & abeliano; se la rotazione &

n—2r

della forma R = > h; Rsi_y 5 la traslazione & della forma 7= agyiTors;.
i 1

(*) Cfr. Bemporad, Sui gruppi dei movimenti, pag. 13. Annali della R. Scuola Nor-
male Sup. di Pisa, tomo IX, od anche Schoute, Le déplacement le plus général de I'espace
a n dimensions. Annales de 1'Ecole Polytechnique de Delft, tomo VII, 1891.

A —
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Supponiamo ora che il gruppo sia generato da due rotazioni R ed R;
2r
supponiamo di pil che 2 sia della forma (1): B = >k Rai 1s: o .cho, sia
1

Ri— b th (bh); = — b};}, 5 bhh = O) . Se non é (11) 131) = Q[l) sostituendo a
?, una conveniente combinazione lineare di 2 e &, si pud supporre che si
abbia (2 R,) = oR,. Ora

(2) (R R)) = S/Li bzi?j Raiy 2j + V/li bmj—l Raiy 2—1— Z/?w bsica 2j R2i2j =

=0
sl o o
— lhi bsiy 2j—1 Rm‘ej—x + llli boix Reioip — th bsi1p Roix
=nr
k=2p

(R R:) non contiene quindi termini in Reizicy € quindi non pud essere uguale
a ok . Sia (RR,) = 9R,. Uguagliando i coefficienti di una stessa rotazione
in (2) ed in oR, si ottiene:

- (P boisj — By bmﬁ—lfj—l — Qb““‘” (G =)
|k bzi—l?j—l — N baigy = — 0b2i3j,
(4) R [/?i'.‘j—l + /L) b?"“”j = Qb?i—l?j—l ( (Z,'.l/.i 7)
li bsiyo; - b bigjy = — 0baiz; )
(5) i boip = szi—lk hi boip = — 9[]9”" C=r.k 2/)
(©) 0= obm (h, k> 2r).

Dalle (6) si deduce 0 =10 o0 fpy—0. Se ¢ =0 1l gruppo & abeliano:
le (5) ci dicono by = bg;_; — 0 (¢=7,k>2r):in R, non esistono quindi
che ‘operazioni Ry con ambedue gli indici = 27 od ambedue > 2r: potremo
porre By = R{+ R{'. R{ sard una qualunque combinazione lineare di ope-
razioni Ry per cui Ze/ sono > 27, Quanto ad R{ esso potrd contenere le
operazioni R,,_,,; con coefficienti qualunque ; le altre operazioni della forma
Reimi5j, Repzjo.. (4,7 =7) dovranno avere coefficienti che soddisfacciano le
(3),(4) che in questo caso divengono

P baisj — I bai_y5j-y =0 @) B bainjor = By byimyo; =0

(3" :
hi boiy SN T /Lj bmj =0 hi bm‘—mj + /Lj b?(i’j—-l =0

I ben evidente che questi due sistemi di equazioni non possono essere
soddisfatti che quando %, — — . Quindi R} oltre alle operazioni Ro,_,,;
potra solo contenere le operazioni (Risvoii== Rorm10s0)))s (Reii2j == Raynjy) e ci0
quando in & sia f, = == hj (si debbono prendere tutti i segni superiori o
tutti i segni inferiori contemporaneamente).

|
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Se o non & 0, il gruppo non & reale. Ci0 risulta evidente dalle (5)
quando non sia bep == bs;—1x =0 poiche allora si ha ¢*=—1. Se poi
bain = by = 0, si consideri il sistema di equazioni lineari omogenee nelle
Bairsjmn 5 Daimizj » Doinj 5 bagej formati dalle (3) e (4): affinche questi coeffi-
cienti # non siano nulli, ¢ deve essere soluzione dell’equazione

PR aR O, S

0= ; =t o2 (i + by

/Li /Zj \2

by b

Ora questa equazione ammette solo radici nulle od immaginarie (!);
talche, se si richiede che il gruppo sia reale, non si potra supporre che o =0.
Infine se fossero nulli tutti i coefficienti sk boi—1k b2i—12) O2s2j ... £, 10N po-
trebbe contenere che le operazioni R, y»; per ¢ =7 e le Ry per hk > 27
e quindi Z, sarebbe permutabile con 2. Concludiamo che il gruppo & an-
cora abeliano quando & formato da due rotazioni: se di piu una delle rota-
zioni & della forma (1), la precedente discussione ci da di quale forma deve
essere l'altra rotazione.

Veniamo al caso generale. Siano Xf=R 4 7 , X,f=R, 4 T) le
operazioni generatrici: si avrd (X X,) = aXf 4 fX,f. Ma (X X,)=(R R\) +
+[(R 7))+ (TR)]: (RR)) & una rotazione, (R 7)) (7 R,) una trasla-
zione: quindi dovrd essere (RR,) =aR -+ pR, (RT\) 4+ (7TR)=al -+
-+ B7,. La prima equazione ci dice che R, B, formano un gruppo, esso sard
abeliano e quindi o sard « = =0 ed X/, X,/ genereranno esse pure un
gruppo abeliano, oppure sostituendo al pit ad X,/ la combinazione lineare
aXf -+ pXif, si potrd supporre che sia B, = 0. Allora, essendo X,/ una
traslazione 7;, si dovrd avere (X X)) =@ X,f ossia (R 72) = £7,: quindi
R, T\ genereranno un gruppo che ancora dovra essere abeliano, ed ancora
abeliano sard il gruppo generato da X/ ed X,/. Il teorema & quindi dimo-
strato. ‘

3. Possiamo ad esso darve la forma seguente: Le superficie a due di-
mensions immerse in wno spazio euclideo ad n dimensioni che ammettono
un gruppo a due parametri di movimenti dello spazio ambiente sono svi-
luppabeli (a curvatura nulla) e le traiettorie del gruppo sono-le geodetiche
della superficie.

Non & questo che un caso particolare di un teorema del prof. Bianchi (3)

(1) Questa proprietdh & vera per tutte qaelle equazioni che si ottengono come la pre-
cedente sostituendo agli zeri della diagonale principale di un determinante emisimmetrico
1'incognita ¢ ed uguagliando a 0.

(2) Bianchi, Sugli spazi a 3 dimensioni che ammﬂttono un gruppo-di movimenti.
Memorie della Societa Italiana delle Secienze, 1898, § 15.

— T R~
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per cui se uno spazio ad 7 dimensioni ammette un gruppo abeliano ad % pa-
ramefri & a curvatwra nulla e le traiettorie delle operazioni del gruppo rap-
presentano le geodetiche dello spazio. Nel nostro caso per quanto precede il
gruppo a due parametri di movimenti dello spazio ambiente & abeliano;
quindi il teorema.

4. Possiamo aggiungere alcune osservazioni circa le operazioni genera-
trici del gruppo. Supponiamo che Xf= R - 7 sia della forma (1). Dovra
essere, posto, come prima, X,f=2R, -+ 7, ,(RR) =0 (R Th)+(TR,)=0;
quindi, come risulta dalle discussioni del n. 2, R, sard della forma R| - B!’
dove R; contiene soltanto indici = 2r ed Rj solo indici > 2. D'altra parte
(2 7)) non pud contenere che T, con indici < 27, (T R,) = (TR{’) non con-
tiene che T; con indici > 27 ; affinché (R 7,) - (7 R,) = 0 deve essere partita-
mente (R 73) =0 (7R,)=0. Per la prima equazione risultera dalle discus-
sioni del n. 2 che 7, non contiene che indici > 27, poiche R & della forma (1).
Quindi R)" 4 7, & una operazione che opera sulle sole variabili Lopey) € CON
un conveniente movimento su tali variabili, che non cambierd R, R} e tra-
sformerd 7' di nuovo in una traslazione sulle zs.,,. si potra portare in forma
analoga alla forma (1), in cui cioé la traslazione e la rotazione non hanno
indici comuni: supponiamo che dopo cid Ri’ contenga solo gli indici < 27,
€ 7y solo indiei >>2r, (#, = 7). Anche 7 non potr allora contenere che in-
dici > 27, poiché (7R,\)=(TR/)=0.

Cosicche, riassumendo, con un conveniente movimento noi potremo 7i-
durre le operazioni gemeratrici del gruppo Xf= R T, X,f = R, + 7
contemporaneamente in tal forma che R ed R, mon contengano che
indici <2r, ¢ T e Ty non contengano che indici > 2r,. Sia dunque

n—2r1 n—2r,

Xf =R+ tor +iTor i, Lf =R, + D bor+i Tor 1i; il gruppo trasformera
i

in sé quegli S,_, Sagr i Tor+i=c dove ¢ & una costante arbitraria e gli
@3- +; soddisfano le equazioni 2lap i Cop i =0 2oy +i gy +i = 0. Affincheé
tali S,_, non esistano, e quindi il luogo dei punti in cui un punto dato &
portato dalle operazioni del gruppo X/, X,/ non appartenga ad uno spazio
lineare subordinato, sard necessario che le due ultime equazioni scritte non
ammettano soluzione. Percid deve essere 27y <=7 —2: se u & pari sard
quindi 2ry=n—2 0 27, =n; se 2 & dispari non potrd essere che
2ry=mn—1. Possiamo quindi enunciare: Se una superficie immersa in
uno spagio od un numero dispari di dimensioni (e non in uno spazio
lineare subordinato), ammette un G, di movimenti dello spazio ambiente,
per ogni suo punto passa uw’elica smmersa in uno spazio al pin ad n — 1
dimensioni contenuta totalmente in essa, poiché tale é l'elica traiettoria di
quella operazione infinitesima del gruppo che non contiene traslazione. Ana-
logamente si mostra che le superficie immerse in uno spazio ad wn nu-
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mero pari di dimensioni che ammetiono un G di movimenti dello spazio
ambiente sono di due specie: le une (corrispondenti al caso 27, =n) non
contengono eliche di S._, , le altre (corrispondenti al caso 27, =n— 2)
contengono solo eliche di Sn—,.

5. Teoremi generali sui sottogrupps del gruppo dei moviments e sus loro
gruppi derivati. — Con metodi analoghi a quelli tenuti nei numeri prece-
denti ci proponiamo ora di dimostrare alcuni teoremi generali che ci permet-
teranno di dedurre immediatamente i tipi dei gruppi di movimenti a tre
parametri.

Un gruppo di movimenti mon puod mai avere il gruppo derivato ad
un parametro. Infatti sia, se possibile, X,f= R, -+ 7 1'unica operazione
del gruppo derivato, siano Xsf = (R + 73) ... Xinf = Bm - T lo residue
operazioni generatrici del gruppo, X,/ & permutabile con una qualunque ope-
razione Xf; infatti deve essere (X, X) =0 X,f perché X,/ & la sola opera-
zione del gruppo derivato, e d'altra parte pel teorema del n. 2 cid non pud
essere se non & o==0. D'altra parte dovranno esistere due operazioni la
cui alternata & X/, supponiamo che siano X.f ed Xuf: si avra quindi
(X Xs) = Xif (X (XeXs)) = (Xs(X2 X)) = 0. Xpf, X3f mon possono es-
sere entrambe traslazioni perché altrimenti (X, X;)=0. Supponiamo quindi
che sia Xpf = R, | 7. una operazione della forma (1) e che sia Ry==0.
Potrd essere R3 = 0 od Rs;==0. Sia R;=10: si ponga

Ts= Zbu‘ Ty, + szi—l Ty + Zbk Ty
i i k= 2r
sara :
Xf = (X Ts) = (B: T5) = — th'—l h; To; + }_:bm- hi Toim -
T T

Quindi sard pure X,/ una traslazione. Si dovid avere inoltre
0= (X, X)) = (Re X2) = — Zbai_y I} Toicy — 2bsi i Tei.
Dovra quindi essere
boica B2 =10 bei B =10 G=r)

@ Ci08 By, = byi=0 (;=r). Si deduce di qui che (X, 75)=0: quindi
Xf sard nulla. L'ipotesi R; =0 & quindi assurda.

Sia R;==0: e precisamente Ry= Zbm Rk (bnx = — bmn) -

Dall’ ipotesi (X, X;) = Xif si dedurrd (R: Bs) = By, d' altra parte come
gid al n. 2 si avrd (formula (2))

Rl ) (Rs Rs) o zhi bziej R2i-12j + Xhi bmj—l R%i—ltj-l =5 Zhi bzi—nzj Rzi,j =

y=r U'Sr =
= Zhi b2i-—12j—l Rzizj—l == Zhi bsiak Rm‘k + Zhi bz:‘k Roiyx-
1’7’57‘ =7 =
k= 2r k= 2r

RenpiconTr. 1905, Vol. XIV, 1° Sem. 62
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L'equazione 0 = (X; X;) ci dard similmente 0= (R: R,), quindi dovrd
essere

0= (R: R)) = — Zh} bmj Raigj — Sht bsigj— ij_l — 3k Z’ei—nj R?u‘—nj e
— 3k} b«:n—lej—\ Rm-xsj-l + Shi h; /‘e.sj R.‘l—.?j—l — 3 }'_i [’mj—l Rrei-‘\ej T

— Zh; h; bsi-—l?_f Raigj— + Zhi by })Si—l'{r—l Reisj — Zh baix Roix -— Zh baicax Roimix.

Si hanno cosi le equazioni

(7 B2 boix = b2 boi_yx == 0 k>2r i<r)
beisj (At - AY) — 2k hj boiygjoy =0

(8) iy (B + ) 3 Al i)
2k hj bs;ej Ul —l— /Z_,) }?g,_l 9—1 = 0
baigj—1 (BF A5 2h; b bgige; =0

®) A L e =

2 ’Z,‘ /I_)' bg,gj-l + (hl + "Z_::) bﬁl—l?j =0

Le (7) ci dicono dyix = bsiyx =0 quindi R; si spezzerd in due parti
R; RY: I'una R; contenente solo R,x con indici = 2r; l'altra R§ conte-
nente solo Ry con indiei > 27 e quindi permutabile con R,. Quanto ai
ai coefficienti di R; essi dovranno soddisfare le (8) (9). Affinché queste equa-
zioni siano risolubili dovra essere

hi + }Z,Z 2/1( /1_,'
(2hih; (i 1)

Di= = (ki 4 hi)* — 4hi h; = (hi — h))®
Sard quindi k=== h; e si dedurrd by s = == bsicysj1 Bsicrsj === baisj, .
Ma queste sono le soluzioni di (3") (4') che esprimono che R, ed Rj; sono per-
mutabili: quindi la condizione (R;R,) = (R:(R:R3)) =0 porta seco 1'altra
R, = (R:Rs) = 0. Essendo R, permutabile con R, porremo R, = Rj; -} R}
come precedentemente; e si avrd X,/ = (X, X;) = (R: Ts) + ( Tz B) poiché
(7:R;) = 0. (R. T5) sard una traslazione non contenente che indici < 2r:
(7. RY) sard una traslazione non contenente che indici >> 27 e quindi sard
permutabile con R,. Quindi si avra 0 = (X, (X, Xs)) = (R:(R.T:)) poiche
(R:(T.Ry)) =0. Ma la discussione fatta precedentemente dell'equazione
(X2 (X: X;)) = 0 pel caso in cui R;=0 ci dice allora che (R, T3)=0; e
quindi si avrad che X,/= (X, X;)=(7,R;) & una traslazione contenente
soltanto indici > 2r. L'equazione (X, X,)=0 sard allora identicamente
soddisfatta, ma dovra ancora essere soddisfatta 1'altra (X, X;) =0 ossia,
(7. RY) RY)=0. Ricadiamo cosi nel caso precedentemente trattato scam-
biati gli indici 2 e 3, e quindi ancora si dedurrad (7, RBy)= 0.

Le equazioni (X,(X; X;)) =0 (X;(X:X;)) =0 conducono a conchiu-
dere (X, X;) =0: quindi & dimostrato completamente il teorema enunciato.

Pit generalmente potremo enunciare il risultato del presente numero
nel modo seguente: Una operazione del gruppo derivato di un gruppo di
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movimenti non ¢ permutabile con tutle le operasioni del gruppo (pid pre-
cisamente essa non & permutabile neppure con tutte le operazioni tali che
alternate con una operazione conveniente del gruppo, danno 1'operazione stessa).

6. In modo analogo possiamo ormai dimostrare che se izl gruppo deri-
vato e a due parametri le operagioni del gruppo sono traslazioni.

Siano infatti X/, X,/ le due operazioni del gruppo derivato, esse sono
permutabili in virtu del n. 2. D'altra parte pel teorema precedente non deb-
bono essere permutabili con ogni operazione del gruppo: supponiamo che
X,/ non sia permutabile con X,/, e supponiamo di piu che (X, X;), — che
¢ diversa da X,/ poiche altrimenti X,/ X,/ genererebbero un gruppo a due
parametri non abeliano, — sia X,/: (X, X;) = X,/. Siccome si ha (X, X;) =
— (X, (X, .X3) ) =0 non potra essere (X, X;)= ((X, Xs) X3)=0 per quanto
si vide nel n. 5; né potrd essere (X, X;) = fX, pel n. 2; quindi si avrd
(X X3) = (X X3) X3) = a X, f | B Xof con «=0. Ne segue che Xif non
pud essere una traslazione, altrimenti X,/= (X, X;) sarebbe una traslazione
pure essa ed (X, X;)=0. Ma allora, ragionando sull'equazione (X,(X,X;))=0
come nel numero precedente sulla (X(X.X;))=0, segue che le rotazioni
R, Ry sono permutabili, onde viene che X,/ ¢ una traslazione. Ma allora
anche (X, X;) = « X,/ BX,/ & una traslazione e quindi X,/ non pud es-
sere che una traslazione essa pure. Resta cosi dimostrato il teorema. Ma ora
¢ facile mostrare di pit che 8 #=0, onde verrd che, supposto che il gruppo
derivato di un gruppo di movimenti sia un gruppo a due parametri ge-
nerato dalle operazioni X,f, Xof, esiste mel gruppo una operasione Xsf
tale che

(X X)) = Xof (X Xp) = Xof.

Infatti noi abbiamo visto che X,/ ed X,/ sono due traslazioni e che esiste
una operazione X,/ tale che
(4L ) =Xf (% Xe)=cXif + 8%/ («=0).

Perché queste equazioni possano essere soddisfatte da movimenti non
dovranno potersi trovare dei coefficienti reali 4, u tali che

(X AX, + uX:) =0 (AX\f + pXof).

I facile vedere che perché cid accada & necessario che sia aa%. Sara
quindi @ >0 e chiamando X,/ X,/ le operazioni {/e X,/ ]—}—_—ng si avrd
«
(N X)) =Xf (XXa)=Xf+BXNf (4=8=0).

Supponiamo X;/ ridotto alla forma (1); dalla prima di queste equazioni
segue, ricordando che X,/ ed X/ sono traslazioni, che X./ non contiene
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che indici < 27, e dalla seconda che lo stesso vale quindi per X,f. Sia
Xif = Zbsi Toi + Zhoiy Toioy. Come nel n. 5 si avrd
Xof = (X Xs) = + Sbsicy hi Toi — Zbsi hi Taicy
X+ B8Xef = 3 (bsi + 8 bsicy ki) Tei + 3 (boicy — B bsi i) Taicy =
(X X} = Sy, B T = S0 0 T
Quindi si dedurranno le equazioni
bai + Bbsiy hi = bai b} baicy — Bbai hi = baia 13

Affinché queste equazioni lineari in by by, siano risolubili deve aversi

B—1 —Bhl_ s 1y grhe— (k) — A (2—8Y) - 1=0.

p’}{, —1

Affinché A% non sia immaginaria dovrd quindi essere

0=2—p)r—4=p("—4),

che unito alla limitazione 0 = 3* <4 dard 3*=0 0 8*=4. Se g* =4
¢ hi2=—1 e quindi #; immaginario; quindi deve essere 8* = 0: ne risulta
dimostrato il teorema.

7. I gruppi a tre parametri. — Il prof. Bianchi (') ha classificato

le composizioni dei gruppi a tre parametri diverse per isomorfismi reali: dai
tipi di gruppi ivi indicati si vede facilmente che i soli gruppi che non hanno
che sottogruppi reali a due parametri non abeliani, sono quelli che hanno la
composizione seguente:

(I) (X, X;)=0 (X X3) =0 (X;X)=0

I) (L X)=0 (LX) =X/ (XxX)=0

(II1) (X, X)) =0 (LX) =X/+rXf (LX) =Xf 0=|t=2
(IV) (L o) =X/ (LX)=Xf (5X)=X/.

Un gruppo di movimenti a tre parametri deve essere di uno di questi
tipi. Ma il teorema del n. 5 esclude il tipo (II). I teoremi del n. 6 ci di-
cono che si hanno gruppi di movimenti del tipo (III) solo quando 4 = 0.
D’'altra parte i ragionamenti stessi del n. 6 danno il modo di costruire un
gruppo del tipo (IIT) per 2= 0; il gruppo formato da tre traslazioni & un
gruppo del tipo (1); il gruppo formato dalle tre rotazioni di un S; subor-
dinato & un gruppo del tipo (IV), quindi possiamo raccogliere il seguente
teorema :

Nel gruppo dei movimenti dello spazio ad n dimensioni esistono solo
sottogruppi reali a tre paramelr: aventi le composiziont seguenti:

(i X%)=0 (X, X;)=0 (XX)=0
(X ) =0 (X X;)=2X/ (X:X)=2Xyf (Xf,X:f sono traslazioni)
"Xl ‘Yz) :Xaf(Xz Xz) == AYI/ (zY'; X1’= ‘Yz/ (’:)-

(") Bianchi, Sugli spazi a tre dimensioni che ammettono gruppi di movimenti. Me-

morie della Societd Italiana delle Scienze, 1898, § 13.
(?) Si pud chiedere se esisteranno gruppi a tre parametri colle operazioni non in-
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8. I sotlogruppi a due e tre parametri del gruppo di movimenti dello
spazio a curvatura costante positiva. — Se noi consideriamo che il gruppo
dei movimenti di uno spazio a curvatura costante positiva ad » dimensioni
® in isomorfismo reale col gruppo delle rotazioni di uno spazio euclideo ad
n—~1 dimensioni, dai teoremi dimostrati nei numeri precedenti dedurremo:
Nel gruppo dei movimenti di uno spasio a curvatura costante positiva:
1°) 4 sottogruppi reali a due parametri sono abeliani; 2°) ¢ sottogruppi
reali a tre parametri hanno la composizione (X, Xz) = Xaf, (X: Xs) = Xof,
(Xs X)) = Xuof del gruppo dei movimenti della sfera o sono abeliani; 3°) il
gruppo derivato di un sottogruppo reale qualunque non é mai ad uno o
due parametri soltanto.

Fisica. — Swlla luminescenza dei eristalli. Nota di A. Po-
CHETTINO, presentata dal Socio P. BLASERNA.

In una Nota precedente (') ho riferito i risultati di alcune esperienze
sulla catodo-luminescenza di alcuni cristalli naturali intese a completare ed
estendere le ricerche sullo stesso soggetto compiute da Maskelyne (?) e da
G. C. Schmidt (). Prima di esporre i risultati delle ricerche d'indole quan-
titativa sulla polarizzazione parziale che, in alcuni cristalli, & caratteristica
di questa luminescenza, credo opportuno riferire qui alcune ulteriori ricerche
qualitative da me compiute sulla luminescenza prodotta in certi cristalli arti-
ficiali e naturali dalle radiazioni del Radio e dai raggi del Rontgen, e nel
vetro deformato meccanicamente dai raggi catodici.

Per le esperienze colle radiazioni del Radio ho potuto disporre di 20 mil-
ligrammi di bromuro di Radio del Giesel, chiusi al solito modo in una capsu-
letta di ebanite munita di una piccola finestra di mica; il cristallo, fissato
in una determinata orientazione veniva completamente ricoperto con carta
nera, meno una piccola porzione circolare (circa 3 millimetri di diametro) in
corrispondenza della faccia del cristallo che si voleva studiare; la capsula
contenente il bromuro di Radio veniva accostata a questa porzione scoperta
del cristallo fino a produrvi una luminescenza sufficientemente vivace che
veniva osservata al solito modo con un Nicol analizzatore.

dipendenti, per cui, ciod, le varieta di intransitivitd siano superficie a due dimensioni. Da
un teorema dimostrato nel secondo capitolo della mia tesi di laurea (che sara pubblicata
negli Annali della Scuola Normale Sup. di Pisa) risulta che questo non accade altro che
quando il gruppo si pud con un movimento ridurre ad operare su due o tre sole varia-
bili. Le varieth di intransitivitd sono allora piani o sfere dello spazio ordinario.

(1) Rend. Acc. Lincei, XIII (5), pag. 301, 1904.

(2) Roe. Roy. Soc. London, 28, pag. 477, 1879.

(3) Wied. Ann., 60, pag. 740, 1897.




