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Matematica. — Sugli integrali semplici apparienenti ad una
superficie irregolare. Nota del Corrispondente G. CASTELNUOVO.

7. Una varietd algebrica, a p dimensioni,
(4) V(& , &, o5 Ep) =0,

la quale ammetta un gruppe oo?, G,, di trasformazioni birazionali in se,
permutabili a due a due, pud presentare certe particolaritd notevoli, che é
opportuno esaminare, prima di riprendere la questione che ci ha condotto
ad introdurre quella varietd. In questa seconda Nota (*) noi faremo dunque
astrazione dalla superficie 7, da cui siamo partiti; e della Vy, rappresentata
dalla (4), ci basterd ricordare che, nelle ipotesi in cui ci siamo posti, essa
possiede p integrali semplici, distinti, di prima specie
w(E) 5 us(E) 5 - - -, up(§),

I inversione dei quali permette di esprimere le & mediante funzioni (abeliane)
uniformi delle # (n. 5). Ricordiamo inoltre che ogni trasformazione del
gruppo G, ¢ rappresentata dalle congruenze (8) del n. 6, che ora scriveremo

sotto la forma

(8" wi (&) = wui(&) + hi (= )
dove le /; sono costanti, e le &, & sono coordinate di due punti corrispondenti.

(1) V. la prima Nota a pag. 545 di questi Rendiconti.
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Supponiamo ora che il punto & della V, vari sopra una curva, o super-
ficie, .. ., o varietd algebrica a ¢ < p dimensioni, W,, contenuta nella V.
Allora (&) ci fornird un integrale semplice di prima specie della Wy .
Attribuendo ad ¢ i valori 1,2,...,p, otterremo cosi, in generale, p inte-
grali distinti di W,. Ma pud succedere, per una particolaritd di Wa e
(come vedremo) di V,, che alcuni di quel p integrali conservino valori co-
stanti, mentre il punto & descrive W,, oppure che, tra i p integrali ()
considerati sopra W,, passino delle identitd lineari a coefficienti costanti.
Le due ultime ipotesi non sono perd distinte, giacché la seconda si riduce
alla prima, pur di sostituire, come & lecito, agli integrali #;(&), convenienti
combinazioni lineari di quelli. Possiamo dunque supporre, senza restrizioni,

nelle defte ipotesi, che, quando il punto & percorre la varietdh W,, le funzioni
9) (&) 5 e (@)ise oy (&) ., (@g<np)

forniscano ¢ integrali distinti di W,, mentre

(10) tgr(§

conservino valori costanti su Wj:

(11) Ugi(E) = "‘1_,1 ..... ({1,(:5):/1'1).

Poiché i punti di W, soddisfanno colle loro coordinate alle (11), sard intanto
¢- Ora io dico che « nelle ipotesi in cui eci troviamo, la W, & conte-
< nuta in una varieta algebrica a ¢ dimensioni, V,, appartenente a V,, e

« dotata di un gruppo transitivo oo? di trasformazioni birazionali in s¢, per-
« mutabili a due a due -.

Applichiamo infatti alla W, tutte quelle trasformazioni del gruppo G,
che mutano »z punto di W, in u~ punto di W, ; per ogni scelta di due punti
corrispondenti su Wy, si avrd una di queste trasformazioni, sicche le dette
trasformazioni saranno al pit ®*!. Ognuna di esse sard rappresentata da re-
lazioni del tipo (8'), dove perd, tenuto conto delle (11), si dovrd porre:

hgsor=---=hy=0;

seriveremo dunque quelle relazioni cosi:
e I ([f=il 255 .
(8") Ly e o 4

ils ) — ¥%; 5); /s
(' (0 (7

Ora qui si possono presentare due casi:

1) O la W, & mutata in sé stessa da tutte le trasformazioni nomi-
nate; queste formano dunque un sottogruppo co? del gruppo G,. La W, ha,
salvo la dimensione, le stesse proprietd della V,, e possiede quindi ¢ inte-
grali semplici, distinti, di prima specie. Ricordando le ipotesi (9), si con-
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clude che d =¢. In questo caso, la nostra affermazione & senz'altro giu-
stificata.

2) Oppure la W, & mutata da quelle trasformazioni in infinite va-
rietd algebriche della stessa dimensione, le quali tutte segano la W, in un
punto almeno, e formano con questa una varieth algebrica, a o, > d dimen-
sioni, Wy, , contenuta in V,. Qui si noti che tutti punti della W,, soddi-
sfanno, colle loro coordinate, alle (11), in virtu delle (8”). Ne viene che la
dimensione ¢, non pud superave ¢: sicche d < d, = ¢. Si applichi ora a
W, il ragionamento fatto per W,. Si vedrd che: o la W, & mutata in
sé da oo trasformazioni costituenti un sottogruppo di G, , ed allora & d, =g,
ed il lemma & dimostrato; oppure W,, & contenuta in una varieta algebrica
a d, dimensioni, dove d, <d, = .

I chiaro che, ripetendo un numero finito di volte questo procedimento,
si giunge a costruire una varietd algebrica V, contenente W;, countenuta
in V,, e dotata di un gruppo o?, G,, di trasformazioni birazionali in se,
permutabili a due a due. Per ogni punto di V, sono verificate le (11),
mentre le funzioni (9) forniscono ¢ integrali semplici, distinti, di prima
specie, che la V, possiede.

8. 11 gruppo G, & un sottogruppo algebrico del gruppo G,; anzi la
particolavita, che stiamo esaminando, della V, consiste appunto in cid, che
il gruppo (&, possiede un sottogruppo algebrico.

Ogni punto di V,, mediante le trasformazioni di G,, si muta nei punti
di una V,, birazionalmente identica a quella sopra considerata. Di queste
V, ne esistono oo?-7 entro V,; esse formano un tal sistemna, che per ogni
punto di V, ne passa wuna. Ognuna di esse & rappresentata da congruenze
del tipo (L1), ove le costanti /; siano scelte convenientemente. Le (9) for-
niscono poi ¢ integrali semplici, distinti, di prima specie, di ciascuna V,.

11 gruppo G, opera smprimilivamente sul sistema delle V,; vale a
dire: una trasformazione di G, o muta ogni V, in sé stessa (nel qual caso
la trasformazione appartiene a G,), o scambia le V, tra lore. II sistema
delle oo?=7V,, ove si consideri ciascuna V, come elemento, pud dunque
riguardarsi come una varietd algebrica, a p — ¢ dimensioni, trasformata in
sé da un gruppo di o?=¢ trasformazioni birazionali, permutabili a due a
due. Questa varietd possiede dunque p — ¢ integrali semplici, distinti, di
prima specie, precisamente gli integrali (10), dove & & un punto comunque
scelto entro la V, — elemento che si considera.

9. Riprendiamo la varieta V,, che stiamo esaminando. Essa possiede,
come si disse, un sistema di oo?-? varietd algebriche V,, di cul ciascuna
¢ trasformata in s¢ da un sottogruppo G, di G,. Ora vedremo che la V,
possiede un secondo sistema costituito da oo? varieta algebriche Vo, le
quali sono tutte trasformate in sé¢ da un secondo sottogruppo algebrico (60
div G
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La proprietd enunciata & implicitamente contenuta in un noto teorema
dei sigg. Picard e Poincaré sugli integrali ridueibili (*). Ma le considera-
zioni precedenti c¢i conducono in modo semplice a ritrovare il teovema stesso,
ed a costruire algebricamente il sistema delle V,_,.

1) Si supponga anzitutto che nella V, esista una varietd algebrica

a p — ¢ dimensioni, W,_,, la quale seghi in un sol punto ciascuna delle V,.
Poiche questa W,_, & in corrispondenza birazionale col sistema oo?=? delle
V,, essa possedera gli stessi p — ¢ integrali di prima specie (10), che spet-
tano a quel sistema. Allora noi possiamo applicare alla W,_, il lemma
del n. 7, il quale ci dice che la W,_, & contenuta in una varietd algebrica
a p — ¢ dimensioni, V,_,, che e trasformata in s& da un sottogruppo alge-

brico G-, del gruppe G,. Nel caso presente dunque la W,_, stessa & una
delle V,_, che andavamo cercando, mentre le altre V,_, si ottengono appli-
cando le trasformazioni di G,_, ai singoli punti di V,.

2) In generale perd, o non esisterd, o non si conoscerd una W,_,
secante in un sol punto ciascuna V,. Ma si potrd sempre costruire in V,
una W,_, algebrica, secante in un numero finito di punti, ad es. in » punti,
ogni V,. Il gruppo delle 7z intersezioni determina, in ogni V,, una invo-
luzione g;=' (n. 6); questa avrd un certo numero »(=#%?) di punti #*P",
costituenti un gruppo I,. I gruppi Iy, che cosi si ottengono nelle coP~7
V,, formano una varietd algebrica a p — ¢ dimensioni, V,—,. Ora io dico
che questa V,_, e trasformata in sé da un sottogruppo G,—, di G,.

(Giova notare, a tal fine, che, prendendo in tutti i modi possibili » punti
in una V,, si ottengono in questa oo? involuzioni g;—', ciascuna delle quali
possiede un gruppo I'y di » punti #"?%. Variando poi la V, nel sistema
wP=% cul appartiene, si avranno in tutto oo? g/—' ed altrettanti gruppi I.
Ora ogni trasformazione di G, muta una di queste g7—! in un’altra g;',
ed il gruppo I'. della prima nel gruppo I, della seconda. In breve, G,
opera sugli co? gruppi di punti I',, come sui singoli punti di V,; salvo
che, mentre esiste una sola trasformazione di G, che muta un punto in sé
stesso, esistono invece » trasformazioni che mutano un I, in sé stesso.

Possiamo esprimere questo fatto cosi. Immaginiamo una nuova varietd
algebrica V’,, i cui punti siano in corrispondenza birazionale coi gruppi I
di V,; sicche tra V, e V', passi una corrispondenza (v, 1). Ogni trasfor-
mazione T di Gy, operante su V,, ha per corrispondente una trasformazione
birazionale T di V', in sé stessa; ma la stessa trasformazione T" di V',
proviene da » trasformazioni diverse T di V,. Le dette trasformazioni T'

(*) Si veda, ad es., 1a Memoria del sig. Poincaré dell’American Journal, Bd. 8. In
quel teorema si suole parlare di integrali abeliani riducibili (ciod relativi ad una curva);
ma la dimostrazione si estende anche al caso che stiamo trattando. Cfr. anche una Nota
del sig. Painlevé nei Comptes Rendus de 1'Acad. d. Sciences, Paris, 30 marzo 1896.
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costituiscono anch'esse un gruppo a p parametri, G',, il quale si trova in
isomorfismo meriedrico col gruppo primitivo G, . Al sottogruppo G, di G, cor-
risponde un sottogruppo G’, di G',; le trasformazioni di G',, applicate ai
singoli punti della V',, generano, in essa, un sistema co?=7 di V', le quali
corrispondono, nella corvispondenza (v, 1), alle co?P=2 V, di V,.

Riprendiamo ora la V,_, che avevamo costruito in V,, e che ne segava
ogni V, in un gruppo di » punti, I',. A questa V,_, corrisponderd in /e
una V’,_,, che segherd gn un solo punto ogni V',. Possiamo dunque appli-
care a V', il ragionamento applicato a V, nella ipotesi 1). Ricaviamo cosl
che il gruppo G, possiede un sottogruppo algebrico G',—g, il quale trasforma
la V',_, in sé stessa. Ritornando ora alla varieta V, ed al relativo gruppo
G, concludiamo che anche G, possiede un sottogruppo algebrico Gp—g, il
quale trasforma in sé stessa la V,_, sopra costruita. La stessa conclusione
vale per ciascuna delle pavti irriducibili componenti V,_,, nella ipotesi che
essa si spezzi in parti. Anzi, in questa ipotesi, conviene indicare con Vi
una di quelle parti irviducibili, e con G,—, il relativo gruppo di trasforma-
zioni. Le trasformazioni di G,_,, applicate ai singoli punti di V,, forniranno
poi oo variety V,_,, tutte birazionalmente identiche, formanti il secondo
sistema di imprimitivita di V.

Siamo ora in grado di raccogliere, in un solo enunciato, i risultati otte-
nuti in questa seconda Nota:

Entro ad una varieta algebrica V., la quale ammella un gruppo
permutabile G, di trasformasioni birasionali in se stessa, esista una
varieta algebrica W, sopra cui i p integrali semplici di prima specie,
appartenenti alla Vp, formscano solo q < p integrali distinti di W. Allora
nella V, esistono due sistemi algebrici di imprimilivita, uno composto i
0P~ Vg, Laltro di % Vy—q, sistemi tali, che per un punto generico di V,
passa una Vo ed una Vy—q, menire una V, ed una Vy-4 ¢ segano i un
nwmero finito di punti. Nel tempo stesso, il gruppo G, possiede due sot-
togruppi algebrici, Gq, Gp—q. ¢ primo dei quali (rasforma ciascuna V,
in sé stessa e scambia tra loro le Vy—q, mentre il secondo lrasforma in
s¢ le Vy_, e scambia lra loro le Vq. St aggiunga che la W, di cui parla
la ipotesi, ¢ contenuta entro una delle V.

Viceversa, se la V, possiede le particolarita indicate nella tesi, ogni
varieta algebrica W, contenuta in una Vi, si trova nelle condizioni previste
dalla ipotesi.

Aggiungerd, sebbene cid non sia essenziale per il seguito, che, se la V,
si trova nel caso 1) (ciod se »==1), si pud fissare un sistema di p inte-
grali semplici distinti, di prima specie, della V,, il quale sia formato da
¢ integrali con 2¢ periodi (relativi ad una V,), e da p — ¢ integrali con
2(p — ¢) periodi (relativi ad una Vp—g). Se invece la V, si trova nel caso 2)
(v > 1), la detta scelta di integrali si pud fare per la V’,. Ritornando alla
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V,, si pud affermare soltanto che, tra gl integrali semplici di prima specie
di V,, si possono trovare ¢ integrali distinti, »iducibeli ad integrali con 2g
periodi, ed altri p — ¢ integrali, distinti tra lovo e da quelli, che sono ridu-

cibili ad integrali con 2(p —¢) periodi (').

Matematica. — Swlle formole generali di addizione delle
funzioni 3+ di pin argomenti. Nota del Corrispondente ALFREDO

UAPELLI.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

Geologia. — 7 proietti di Leucotefrite nei Campi  Flegrei.
Nota del Socio CARLO DE STEFANI.

La presenza di rocce leucitiche nella regione vuleanica dei Campi
Flegrei a ponente di Napoli & stata accennata assai raramente, quantunque
tali rocee sieno cosi abbondanti al Somma e componenti esclusive al Vesuvio.

Lo Scacchi ne indico a S. Maria del Pianto e nel Monte di Procida,
cioé nei due estremi opposti della regione Flegrea; il Roth ne trovd nel tufo
giallo al Vomero e rispettivamente alla Torre Lupara presso Astroni; il La-
croix in un frammento con le pomici e in un proiettile a Humboldtilite
nel Colle dell' Tmperatrice pure agli Astroni.

Quale componente molto accessorio & indicata la Leucite da Rivae De
Lorenzo nella trachite augitica sia olocristallina, sia ipocristallina degli
Astroni.

In realta solo a nord dell’Averno, nel fondo Maglioni, sulla via di Cuma,
in mezzo al tufo pomiceo, e con trachite augitica olocristallina, a due o tre
riprese, trovasi una certa quantita di massi orandi al piu circa 1 me., di
Leucotefrite, trovata ed accennata primieramente da Abich, Hoffmann, Hum-
boldt, mon rivista da Rath e Guiscardi, nuovamente descritta da Kalkowski,
pol anche ritrovata da De Lorenzo e da me. Altrove le rocce leucitiche sono
soltanto in frammenti sporadici e rari, in proietti o talora in ghiaie; ma

(*) L'aggettivo riducibile va inteso nel senso convenuto nella teoria degli integrali
beliani; esso esprime che, ad es., i 2pq periodi dei g integrali nominati di V, sono
combinazioni lineari, a coefficienti interi, dei 2¢* periodi relativi ai ¢ integrali corrispon-
denti di V’,; quei coefficienti non variano al variare dell'integrale che si considera tra i
q di V,, ma varia al variare del ciclo, cui si riferiscono i periodi di quell’integrale. Si

veda, ad es., la Memoria del Poincaré sopra citata.




