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Matematica. — Sui qruppe transitivi dello spazio ad n di-

mensioni. Nota del dott. Eucento Eria Levr, presentata dal Socio
Luier Brancar.

In questa Nota do un teorema generale rignardante la forma delle
operazioni dell’ordine massimo (

{) di un gruppo finito continuo transi-
tivo; in una Nota successiva ne mostrerd due applicazioni coll'assegnare un
limite assai piu stretto di quello del Lie all'ordine delle operazioni di un
gruppo primitivo e coll’approfondive lo studio delle sottoclassi di una classe
di gruppi.

1. Sia G un gruppo transitivo dello spazio ad » dimensioni le cui va-
rviabili indicheremo con 7, ,x

Supponiamo che l'origine sia un punto generico del gruppo; si operi

in esso la distribuzione canonica delle operazioni secondo l'ordine e sia s > 2
l'ordine massimo delle operazioni del gruppo. Siccome il gruppo & transitivo,
A s S Q
posto p, = in esso esisteranno le » operazioni di ordine 0:
P
(1) M phal sl Ko

dove i termini tralaseiati sono di ordine > 0. Sia ¥7
massimo §:

(2) Yf=&pi+ &

dove le & sono forme di grado s ed i termini tralasciati sono di ordine

Insieme colle (1) e colla ¥/ esisteranno in G le operazioni

3) " = (YX, = pi— = SEo
( ) (¥x7) ol -, S
dove i termini tralasciati sono di ordine >>s— 1. L'operazione ( ¥Y;) sard

di ordine 2s — 2 almeno; ma poiché s sard 2s — 2

e quindi
l'operazione (Y'Y;), di G e di ordine >>s sard identicamente nulla:

0=(¥r)=>,(>

S m DI'J,)/’” it

sempre trascurando i termini di ordine
equazioni

— 2. Quindi si avranno le

(4)




1ano




Ma per ipotesi in ;

DT ens
quindi si avrad identicamente

& <
9) 2 —__ 5 (f=1...0; K .7)
AL T
Segue di qui che la caratteristica di N ) & =n—7, ma essa
Ny Ly v oo &y

¢ =7, quindi dev'essere 7

[ SIS

- ¢ ] n o)
=n—7 ossia »=| 5 |, dove | ; | indica

: S )
1l massimo intero contenuto in ;.

Osservazione. — Le A,y sono funzioni omogenee di grado 0 nelle
Zy Ly ... &y non perd qualunque, poiché esse debbono soddisfare alle con-
dizioni di integrabilita delle (7) e (9). Se noi supponiamo n=2,3 si de-
duce di qui facilmente che le A,.; sono costanti. Infatti per l'ultima osser-

J n L . . . . -
vazione dovendo essere » < |:j:|, sara in questi casi »=1. Quindi le (7)
: R & 3 ’ ’
diverranno —+ = L (h=2,8 ; i=1,2,3) e le (8) & = Ax&,.

RIS AT
Da queste ultime derivando e confrontando colle precedenti si deduce
4, - il s
)7‘ =0 e quindi A, = cost.
oL

2. Supponiamo ora s>4. Allora l'operazione

Yy =(Y: X;) sard una
operazione di G di ordine s — 2 almeno:

= e
(10) Yu=), —21—

Ed essendo s >4 sard 2s—4 > s e quindi l'operazione (¥;; ¥;,) di ordine

2s — 4 almeno sard identicamente nulla. Ma si ha

(Yul) = (\" _ Ok
TIN\T" X da

Quindi dovra essere

S ( 5T
ST\ 21 X Dk

Moltiplicando per &, e sommando, si otterra dal teorema di Eulero

< K

; e S, D
(11) (s 1) i,
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ste un minore 5= 0 d'ordine 7,




Ma derivando (6)

(12 S oSk 05f (N5 95
4k g I et
E similmente, osservando per (6) e (4) si ha Y& ——— =0, e de
VUL
rivando rapporto ad z; quest ultima equazione si ha
13) N SIIRN ——=1 ()
" Q8 X, 1 e VL ALy A
Sottraendo dalla (12) la (13) e confrontando con (11) si ha
(14) b = - =) (Ol = )
)
T i 0Ty D

Le (14) non sono altro che le (6) in cui a — si &

quindi le derivate seconde debbono soddisfare all’equazioni stesse che le

derivate prime, e cioe dovra essere

(15) i (= T =1 i)
Y
D'altra parte, derivando (7) si ha
,:\ N 1 Arink 8
DL DL f‘A T2 D2 7l :
e confrontando con (15) si deduce
= DA 5
N L =0 (h= — 7,0
= AL} Y/
. AE, & & Aind .
donde, per — s1 ottiene —— — () 088ia A, px—
ol
= \'”\;
I 'operazione 1 potrd, per le (8), serivere nella forma

(16)

che, poiche le A sono costanti, & regolare nell'origine, e non muta quindi




la distribuzione canonica delle operazioni secondo l'ordine; sara pj = pr -
4 A Pres oo . = A pn (B =7), quindi la ¥/ si muterd nell'altra

T

Y/=&p + &

Le & saranno forme nelle nuove variabili 25 le (9) ci dicono perd che
esse non dipendono da 2z ...a,. Si pud quindi conchiudere intanto che:
di ordine

Se in un qruppo G transitivo esiste wuna operazione }
grupl / /

massimo s >4, si pud con un cambiamento di variabili portarla nella
Py ... (tralasciando i termini di or-

forma Y[ =& p
~

) . .
: = _ | - o o
dine > ) dove ¢ r =| 5 | e le & sono funzioni di Ty Trse ... Tn SOl

tanto. Si noti che le stesse conclusioni valgono mnon solo se l'ordine di Y/
& l'ordine massimo s, ma anche se & un ordine s' tale che 25" — 4 > .
Osservazione. — Per n— 2,3 la osservazione in fine al n. 1 ci dice

che le stesse conclusioni valgono per :
3. Si supponga ora che il gruppo G contenga oltre ad ¥/ un‘altra ope-

razione di ordine s:¥f =

> mipj—F...; esso conterra allora tutte le ope-
=t

razioni ¥©f= ¥/ -}-¢¥/ dove ¢ & un parametro arbitrario:

(17) 70 = B pu+ B pot -+~ B py s

(HY = m; 1 1&))

Operando sopra Y/ come su Y/ si otterrebbe che, con un conveniente
mutamento di variabili, si pud portare ¥/ nella forma del n. 2; ma non
si potrebbe affermare che le operazioni ¥'“/, ¥/ si possono contemporanea-
mente portare nella forma predetta, perche il cambiamento di variabili po-
oionamento varrd ad escludere questo

trebbe dipendere da ¢. Il seguente v
dubbio. Osserviamo percid che le funzioni H{” HY ... H
indipendenti non solo quando si riguardino quali funzioni di 2, .. ...

ma anche di &, @s...2,¢. Infatti, posto, in modo analogo al n. 1,
Y\ —(7®X;), si hanno le identitd (¥ ¥)=0 (¥\"Y)=0. Le quali si

Nr+1 oo Un non sono

tradurranno nelle equazioni

(18) 55
) I

i
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Moltiplicando le (19) per 2; e sommando rispetto a

¢ per ogni valore fisso

di 7, sempre pel teorema di Eulero sard

Confrontando con le (18)

si avrd quindi

H YH H 2HY YH

Al O Al T el - () i

) Yzl : &7

1

H 7 H Nice HY D
21) - -+ = = e - — —0) =] n—r)
D’altra pax arranno per le H n le equazi o e (6)
D)

7 H
- =) —= | n,1=1
o5y 2H 1 H " 2HY 7, S
= Vi o) 7 i A 2 o, © 7 iils gl
MW 1
<"_ { " = 7=l = —7')
Dai si al), (23) si deduce che la matrice funzionale
(H Nn)

funzioni indipendenti

potremo sce

siano HY" HY ... H® y

- HY, poiché gid sono indipendenti le £

sy

Tr+1+ 0+« B, le funzioni i dipendenti, sa




Si proceda come al n. 1: si otterranno per le (24) dalle (20)-(23) le
equazioni

JH[ (H VHY Y
= (77 —+ By TR -+ 4 Bu . ) =+
UM e et i
(25) =l 2w ( = Borsi 7 )4“

< HP HP
SR

ALy,

e le analoghe in cui nelle parentesi ad H\”(j=1...7) & sostituito
; D : QUEEH S H Y,

i (j=1...n—7). Quindi considerando che e ;\{4

d (2,

si dedurranno le analoghe delle (9)

WHO &
RE4"

1 2H

2 —
n Bri+nn S

i

r1 WMipss .
B N (N R e e o R |
VLK T : Wr,+h ¢

Procedendo ora come al n. 2 col considerare che si ha (¥ V)))=0
(¥'9¥,,) =0 si giunge facilmente alla conclusione che le B sono tutte costanti.
Ma allora le seconde delle (24), che si possono pure scrivere » By u &=0

e

ci dicono, appena che si ricordi che le & sono indipendenti, che tutte le B

i cui secondi indici somo = » sono nulle, e che le (24), (26) si riducono
rispettivamente alle
i DL
Mk o - Lt
Rk S (=l = )
(=1 7)
@m) 2t
7 R
=— Bwi—" (h=1...r,—7)
AZpy+h
1 < R g
I — > B (h=1...7v—7)
Dy+1 - VLypap
[ si giungerd infine alla conclusione che, mediante la trasformazione indi-

pendente da /

(28)

(1) Si noti che per le seconde delle (24) queste equazioni sono identiche alle (20).




T e quindi non muta la forma g1d

rema del n. 2, si potrd

nella forma

1 ni t ¢ "\\"“E“ ‘l‘ “,‘: 1ove il . H l‘ l’
( u indi Si che dovra quindi
1) ) 1 10 8 proceder ualora fossero
pill 1 ] lin 1 (uin udere col
msit ( siede T
) 15 | wazione
l 131 7
]
7 g )
lo 3880 81 1 |
(
e PB .

7 | ( 10 vl///'//-
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