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Matematica. — Sulln deformazione dei paraboloidi. Nota del
Socio L. Brancur.

I. Proseguendo i nuovi studi sulla deformazione delle quadriche, di cui
Jgio, concernente le superficie applicabili sull' iperboloide rotondo

un primo s
ad una falda, & comparso in questi medesimi Rendiconti (Seduta del 21 mag-
gio 1905), ho potuto estendere questi risultati alle deformate dell’z/l/ssoide
i, distinte dal punto di vista reale, di super-

schiaceiato e ad altre tre cla

oide immaginario. Ne & sorta per tal modo

ficie reali applicabili sull'e//::
una teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili sulle quadriche vo-
tonde, perfettamente analoga a quella delle trasformazioni delle superficie
di curvatura costante, della quale tratto diffusamente in una Memoria ora in
corso di stampa nel T. XIV delle Memorie della Societa Italiana delle Scienze
(detta dei XL).

L'elemento essenziale geometrico per la nuova teoria é dato da una
classe di congruenze rettilinee W (") le cui due falde focali sono applicahili
I'una sull'altra e sopra una medesima quadrica rotonda. Tali congruenze sono
appunto una generalizzazione delle congruenze pseudosferiche, le cui due
falde focali, avendo la medesima curvatura costante negativa, sono applica-
bili I'una sull'altra e sulla sfera immaginaria.
lle sulle cui falde focali le linee as-

indicano quelle

(*) Col nome conoruenze W

sintotiche si com

Renprcontr. 1905, Vol. XIV, 2 Sem
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D'altra parte vari risultati complementari, ottenuti nel corso di questi
studi. mi avevano condotto a pensare che non solo per le quadriche rotonde
ben anche per le quadriche generali 1'clemento geometrico delle indi-

cate conoruenze W dovesse conservare il suo significato fondamentale e la

teoria delle superficie applicabili sulle quadriche potesse cosi, semplifican-
dosi. rageiuncere il grado stesso di sviluppo conseguito dalla teoria delle
superficie di eurvatura costante.

i Queste previ i ceometriche hanno intanto ricevuto una completa con-

cuarda le quadriche gen li prive di centro o parabo-

ferma per

o dei risultati ottenuti mi propongo appunto di dare notizia nella

(quanto 1

nresente comunicazione. Le ricerche sulla deformazione dei paraboloidi gia
da me esposte nel T. IX Serie 3* degli Annali di Matematica (1903), op-
portunamente sviluppate ed interpretate nel nuovo senso geometrico, mi hanno
lato qui il modo di ragciungere 1" intento.

Quanto alle superficie applicabili sulle quadriche generali a cenéro ¢ da

si che si perverrd ad un perfezionamento corrispondente della teoria

]V NS&
utilizzando il risultato fondamentale, stabilito dal Darboux nel 1899, che

colleca la deformazione delle quadriche alle superficie isoterme speciali, e

oli studi ulteriori sulle trasformazioni di queste ultime superficie da me

I'anno scorso nel T. X1 degli Annali (1).
dei paraboloidi, ecco l'enunciato della

5)

Limitandoei per ora al
prima proposizione fondamentale per la teoria delle trasformazioni delle su-

perficie applicabili su queste quadriche:

leorema A). Ogni superficic y/“/»/,,u/'uf sul paraboloide generale,

S Sh e ; ;
/ , appartiene come primao falda focale ad una doppia

vfinita di congruenze W, la cui seconda falda applicabile sul parabo-

I1 passaggio da una deformata S del paraboloide ad un'altra deformata S,,
che formi insieme con S le due falde focali di una delle oo® congruenze W
considerate nel teorema, costituisce una delle oo® frasformazioni della su-
perficie S.

Data la superficie S, le operazioni analitiche necessarie per costruire le
trasformate S
tipo di Riccati, precisamente come per costruire le trasformate di Bicklund

consistono nell' integrazione di un’equazione differenziale del

di una data superficie pseudosferica. Ed anche qui delle due costanti arbi-

trarie, che figurano nella trasformazione generale della data superficie S, una
ia nei coefficienti della indicata equazione di Riccati. Denoteremo tale

tante con ¢ e una qualunque delle trasformazioni corrispondenti sara in-

() Ricerche sulle superficie isoterme e sull ormazione delle quadriche.
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Dalle proprieta delle equazioni di Riccati segue che, nota waza delle
trastormate S, della superficie iniziale S per mezzo di una B,, le altre o'
superficie trasformate. corrispondenti al medesimo valore della costante o
si ottengono eseguendo semplicemente guadrature. B poiche della S, cono-
sciamo gia una trasformata, la S, basteranno quadrature per costruire le oo!
trasformate della nuova S, per la medesima B,, e cosi via di seguito.

Ma un nuovo ed importante passo nella teoria si pud compiere serven-
dosi della seconda proposizione fondamentale, che diciamo il teorema di peir-

mulabilita :

Teovema B). Se da una superficie S applicabile sul paraboloide ge-
nerale (ellittico od iperbolico) si ottengono due nuove deformate S, .S
del paraboloide stesso mediante due delle nostre trasformazioni B»,‘ AB»,_.

S21na

@ costanti o, , 0y differenti, esiste una quarta superficie S’ della mede
mini finiti da S, S, ,8S,,

specie, pienamente determinata e costruibile in ter
che ¢ legata, come la S. alle due medesime S, ,Ss da due (rasformazioni

35, . B's, colle stesse costanti o5, 0, invertite.

B questo, come si vede, l'analogo del teorema di permutabilita per le
trasformazioni delle superficie pseudosferiche; da esso segue ancor qui, come
principale corollario, la proposizione seguente :

Quando di una deformala S del paraboloide si conoscono tutle le »*
superficie trasformale, U'applicazione successiva ed ¢llimitata del processo
di trasformazione non richiede pivv aleun caleolo d'integrazione.

In questo caso si trovano per esempio le superficie di (rasiazione, con
curve generatriei in piani perpendicolari applicabili sui paraboloidi; abbiamo
cosl un effettivo gruppo di deformate dei paraboloidi, contenente un numero
di costanti, che si ottengono tutte in termini finiti con

grande ad arbitrio
soli calcoli di derivazione.

3. Col teoremi precedenti la teoria delle superficie applicabili sui pa-
raboloidi generali raggiunge evidentemente lo stesso grado di sviluppo della
teoria delle superficie pseudosferiche.

All'enunciato delle nostre proposizioni generali, in particolave del teo-
rema fondamentale A), & necessario aggiungere alcune osservazioni comple-
mentari che ne precisano 1'estensione. Nel teorema A) l'applicabilithy delle
superficie di cui si tratta é intesa nel senso generale analitico: come equi-
valenza dei loro ds®, per formole di corvispondenza 7reali od immaginarie.

Dal punto di vista reale, e limitatamente al caso attuale dei paraho-
loidi, dobhiamo aggiungere quanto segue:

Scrivendo 1'equazione del paraboloide ellittico od iperbolico sotto la
forma normale




yrimiamone il quadrato ds* dell'elemento lineare per i parametri « , B

da

! - ( 2ap dedp ) )
v superfic reale lata dalle formole
e ) — )
un campo rea 1i 3 wbilith per «, 8 abbia l'elemento lineare (1),
i applicabile sul paraboloide in senso ristretto, cioé la recione reale
:}w\ cab ull 010 reale d ,w-a\m d
v se nella (1) cangiamo ad esempio g in g1 1hbiamo il nuovo
p) de 9w dee df - (82 — ) dp
ente, 1 nso generale analitico, al ds®* dato dalla (1). Se conside-
una superfiei 7 3 che per valori reali e, ia l'elemento
e (2), noi la diciamo ancora (nel senso generale) applicabile sul para-
perd questa volta 1'indicata regione reale di S non & applicabile

sojone reale del paraboloide, hensi Sopra una regione immaginaria o

lella guadrica. Diremo per ¢id, nsando un'opportuna denominazione del

etra russo Peterson, che in questo caso la S & applicabile sul parabo-

) /miti, mentre nel primo caso l'applicabilith si dird propria

lentro ai limiti.

dell
pal
lle

Ora il nostro teorema A) si applica indistintamente alle quattro corri-

iperho

tengono insieme o alla specie @) o alla specie ), ciod

abili

)1

o 1'una alla specie ¢), I'altra alla d), cioé una di esse

nti forme di

= (« de® — Y dec dp ) dR

(e -~ « - S al dedB =8 —q)dp

g% = =) de® ~ 2 af dedp (7% q) dp
| BdadB <l (522,

13 ¢ -+ e deedp — ] 7)

juali la prima e la terza appartengono all'effettiva vegione reale d

loide iperbolico od ellittico rispettivamente, la seconda e la (uarta

regioni ideali. Ma se si tratta delle prime due forme (paraboloide
co) le due falde focali S, S, delle congruenze W del teorema A) ap-

sono appli-
propriament n senso ristretto) 1'una sull'altra. Per le due seconde

) d) invece (paraboloide ellittico) le due falde focali S.S appar-

¢ applicabile
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sul paraboloide propriamente o dentro ai limiti, 1'altra impropriamente o
fuori dei limiti. Nel caso adunque di una superficie S applicabile propria-

mente sul paraboloide ellittico & necessario applicare un numero pari di

volte le nostre trasformazioni per ottenere una nuova superficie applicabile
ancora propriamente sul paraboloide; con un numero dispari di tali trasfor
mazioni si ottiene al contrario una deformata impropria o fuori dei limiti.
Dobbiamo da ultimo avvertire che il teorema A) non e applicabile al

caso particolare del paraboloide rotondo, o meglio le oo* congruenze di cui

si parla si riducono in questo caso all'unica congruenza formata dalle tan-
li

genti alle deformate delle parabole meridiane e la seconda falda focale
venta la superficie complementave del paraboloide, che & applicabile, fuori
dei limiti, sul paraboloide stesso.

Insomma, dal nostro punto attuale di vista, si comporta piti semplice-

mente il paraboloide ellittico generale che non il paraboloide rotondo. Per

altro di questa speciale superficie conosciamo gid in termini finiti tutte le

deformate (Darboux) e la teoria delle loro trasformazioni, quale consegue dai
teoremi di Guichard e dalla teovia delle superficie d'area minima ('), & ben

lungi dal presentare 1'interesse inerente agli altri casi, ove i metodi stessi

costituiscono un vero e proprio processo d'integrazione.

{. Non & mia intenzione darve qui tutte le formole relative alle trasfor-
mazioni delle superficie applicabili sui paraboloidi; il lettore potrd vederne
ampiamente svolta la teoria in una Memoria che si pubblichera fra breve
negli Annali di Matematica. Soltanto, per far conoscere il metodo di trasfor-
mazione, dard qui le formole relative ad uno dei casi.

Considero una superficie S applicabile propriamente (dentro ai limiti)
sul paraboloide iperbolico, e tale di piu che il doppio sistema coniugato (u,v)
che si conserva coniugato nel passaggio dalla configurazione S a quella pa-
raboloidica sia formato di due sistemi di linee reali e distinte. Una tale
deformata S (di prima specie) del pavaboloide & definita éntrinsecamente
come segue (*). Scelte le dimensioni del paraboloide in guisa che sia

indichiamo con 6 una funzione di u,» che soddisti 1'equazione a derivate

parziali del secondo ordine:

(A) ; — —— = senh 6 cosh 6.

(1) Cfr. le mie Lezion:, vol. II, pp. 332 segg.
(2) COfr. la citata Memoria del T. IX degli Annali, § 7 &).
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Siano poi «, g, 4, quattro funzioni di «,» che soddisfino al sistema

lineave :

dee el

1 1 [ 1
— — A cosh6 - =/ senhd ,
YU QU
Y 20 cosh 0 senh 60
| - = w— — ———yp
! D W V] q
(D) B
D Yo} 2
— —usenh® , —-=—pcoshb,
AV ! Q0
24 2 Qw0 . senhd cosh
— — " ) — = e P A — s
AL DU dV QU P q

Questo e un sistema lineare illimitatamente integrabile e possiede 1"inteorale

(uadratico

(43
w: — A2 — — ¢ost.
7 q
Scecliendo 1 valori 7z di @ L, v per modo che la costante

del 2° membro risulti =1, che sia ciod

« 3* (
(B*) w?:— A = —[ ==

P q

ne risulta definita intrinsecamente la nostra deformata S mediante le sue
due forme quadratiche fondamentali (*):

(3) da? {— //:’;‘ 13 :m"f!A//u/u" — 2afdadp —}—1’,)3{—,/)'/‘,‘!
s Sealk X < ' py A
(4) dz dX —]— dy dY -+ dz d7 = - = —— (du dv?)

1 qe® 4 pg* + pq

dove nella prima i differenziali de, dg si intendono espressi per du ., dy me-
diante le (B):
( dee= 2 cosh 6 du -~ w senh 6 do

{ dp = 4 senh 6 du - w cosh 6 dv .

Cid premesso, ecco come otteniamo le trasformazioni delle nostre

uper-

ficie. Essendo 6 una soluzione della (A), le equazioni simultanee per 6,

[ ] 20
~ e (cosh o senh 6 cosh 6, - senh o cosh 6 senh 6,)

(C)
0, 20
5 (cosh o cosh 6 senh 6, -~ senh ¢ senh 6 cosh 4, ) ,
A UL

(*) Qui, al solito, #,y,5 denotano le coordinate di un punto mobile sopra S ;

X,¥,Zi seni di direzione della normale
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dove o indica una costante arbitraria, formano un sistema illimitatamente
integrabile e la sua soluzione generale, che contiene una nuova costante ar-
bitraria oltre o, soddisfa ancora alla (A). Ora da una quaderna «,f, 4, u
di funzioni che soddisfano al sistema lineare (B) ed alla equazione quadra-
tica (B*). noi passiamo ad una nuova quaderna

e, By, Ay, uy

che soddisfa le equazioni analoghe (B,), (B), cangiato 6 in 6,, mediante le
formole di sostituzione lineare:

e, = cosh 6, .4 - senh 6,.u — senh .«

kB, = senh 8, .4 - cosh6,.u - cosho.pg
’ s cosh 6 senh 6
(D) by =— AL —Buy ——a——-f
/4 7
~ senh 6 cosh 6
ey, = (/,—‘»—I\u-f—T.u-}—f—A,),
1

Qui %4 indica una costante data dalla formola

] 1 1
=7/ senh®*o - =

— cosh® 0 —
q

e 1 coefficienti A, B, C, D si esprimono nel modo seguente per 6, 6,:

A = cosh o senh 6 senh 6, |- senh o cosh 6 cosh 6,
\ 3 = cosh o senh 6 cosh #, - senh ¢ cosh 6 senh 6,
/ C = cosh o cosh 6 senh 6, -+ senh ¢ senh 6 cosh 6,

D = cosh ¢ cosh 6 cosh 6, |- senh ¢ senh 6 senh 6, .

Dalle funzioni 6, , e, i, 4, resta cosi individuata intrinsecamente
una nuova deformata S, del paraboloide, mediante le formole corrispondenti
alle (3), (4)

\ dsax? —+ dyi + dat = (e} -+ ) deai — 2e, 8, de, df, 4 (87 - q7) dpi

2 du, dX, - dy, dY, -+ day 47, = —VPLAE (e gpe).
1/ qe ~+ ppi == pq

Fra 1 punti delle due deformate S, S, del paraboloide risulta una cor-
rispondenza ove si riguardi come corrispondente ad un punto P = («,v)
dell' una, il punto P, = (#, ») dell'altra nel quale i parametri »,» hanno i
medesimi valori; tale corrispondenza conserva, come & chiaro, i sistemi

coningati.
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Tutto cid concerne ancora soltanto le equazioni znirinse che delle due
superficie, senza vicuardo alla loro 1m~¥./iunv relativa nello spazio. Ora & ap-
nunto essenziale pel nostro scopo il verificarsi della seguente proprieta: /e
E ! c k = k

due deformate S, S, del /,(//‘v//',,,r,,”/w possono collocarse in tale posiziont
5 ) P onti 1 e di punti corrispor-
el nazio che le rette PPy congiungents coppie di punti corrispor
7 y / o I m DTN
i S S focehino 1 punto P la superficie S, nel punto P, la S;;
S sultano le due falde focali di wna congrueng

\ noi qui bastery dare le formole effettive che, supposta nota la su-

. I
superficie S. fanno conoscere in termini finiti la superficie esse si seri-
10 semplicemente nel modo seguente §
i |
L Lk T ' :
3 \ 4 ) |
|
WS o |
(E) h=1 - { - |
A T
/ A
f 1 L (4 5\ )
N D e f
i

Si osservi che, appena nota la superficie S e la soluzione 6, delle equa-
ioni (C) che si considera, queste formole (E) danno in fermini finiti la su-
perficie S;, le funzioni 4, u, che vi figurano essendo determinate dalle (D)
Come si vede, nelle nostre trasformazioni entrano due costanti arbitrarie e
ciod la o ed il valore zniziale della o

Formole perfettamente analoghe alle superiori valgono per tutti gli altri

si delle deformazioni dei paraboloidi

Matematica. — Swlle equazioni funzionali lineari. Nota del

Socio S. PINCHERLE

I} noto come recentemente il Fredholm (') abbia dato una soluzione

oenerale dell'equazione funzionale

(1) @(z) k| @) a(z , t) dt = [(z)

dove ¢(z) e la funzione incognita, e come 1" Hilbert (%), che ha dato a co-
desta equazione il nome di equazione integrale lineare di se-
conda specie, ne abbia dedotto conseguenze ed applicazioni importantis-

sime, sopratutto nel easo in cul «(z, ) & simmetrica in #, /. L importanza

the viene cosi ad acquistare l'equazione (1), giustifica la ricerca del posto



