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MEMORIE E NOTE

D1 SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Sui gruppi continui di movimenti rigidi negl
iperspazii. Nota del Socio G. Ricor.

In wna Nota pubblicata 1'anno scorso negli Atti del R. Istituto Veneto
ho esteso ad una variethd qualunque i concetti di diresions e di invarianti
principali gia stabiliti per gli spazii a tre dimensioni. Importa ora di osser-
vare ed é facile riconoscere che le espressioni yu; relative alla ennupla
principale e legate fra loro dalle relazioni (7) della Nota citata, damno il
sistema completo degli invarianti algebrici comuni alla forma quadratica
fondamentale ed a quella quadrilineare avente per coefficienti i simboli di
Riemann e forniscono quindi tutto quanto & necessario per la espressione
degli elementi e delle proprietd invariantive di 2° ordine dello spazio con-
siderato.

Mentre ogni yaxmx rappresenta la curvatura della superficie geodetica,
la cui giacitura & determinata in V,, dalle divezioni delle linee [%] o [%],
pil riposto appare il significato geometrico degli invarianti yux, che hanno
almeno tre indici distinti. Senza occuparmi per ora di tale interpretazione
geometrica, nel presente scritto mi propongo di estendere ad una V, qua-
lunque alcuni dei risultati fondamentali, a cui sono giunto per le V, nella
mia Memoria: Swui gruppi continui di movimenti ecc., pubblicata nel t. XII
della serie 3* delle Memorie della Socielir italiana delle Scienze.

Renpicontr. 1905, Vol. XIV, 2, Sem. 62




in una V,

gruppi di movimenti 11
una notevole semplicitd per quelle V,,
1la proprietd che per
meno tre indici

Le equazioni del problema dei

qualunque acquistano, come yvedremo,
le quali ammettono una ennupla principale dotata de
lenticamente nulle tutte 1e yaimi che hanno al
distinti. Per queste varietd, che chiameremo regolari, gli invarianti diffe-
renziali di 2° ordine si riducono alle sole curvature ynmn- Avvertiamo che,

alla Nota piu volte citata, sono varietd regolari le ipersuper-
V., per le quali i simboli di Riemann pos-
un determinante

essa SONO i

come risulta d
ficie e pitt in generale tutte le
sono mettersi sotto la forma di minori di 2° ordine di
immetrico di ordine 7.
1. Siano
n
= \7,. s //J,',- /f‘l,\

1

la forma differenziale quadratica, che definisce la metrica di una V, ed
f

X(f)=D &”
v SR Ly

ione infinitesima corrispondente ad un movimento rigido nella
Le equazioni fondamentali di Killing, assunta come forma
si serivono colle notazioni del calcolo differenziale assoluto

una trasformaz

varietd stes
fondamentale ¢,
come segue:

(«) EretEr=0.

sr

Si assuma una ennupla fondamentale [17,[2],..., [#], le cui con-

oruenze abbiano i sistemi coordinati covarianti ., e si designino con yiu

{ suoi coefficienti di rotazione, cioé si facciano le posizioni
n
(1) Lifrs :ZM Yink “nfr Aus
1
ponendo altresi le
@) Eo= D nikip-
Se si derivano le
n
T :- 5(/7 'lu’?‘

equivalenti alle (2) e si tien conto delle (1) e delle («) si riconosce facil-
mente che alle («) stesse equivalgono le

e/

i

S

n
(@) \/ =.§.-’ Yilim -9y,
T

38
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nelle quali le d,; rappresentano delle indeterminate legate dalle relazioni
J; 405 =0.

Esse hanno nel caso generale il significato, che le rotazioni hanmo nel
caso di »=3.

2. Dalle (a;) si traggono per derivazione le
DM D M V
o = e 2 Vann e
S dSn Sp Sk =
N o T in R
1 \l'ghk — Tih) Yiig M1 = 3
+T‘/ gh 1 gkh) g + Sk )-\'h

n

! ( -
Y l (Yone — ¥gin) Yiig 1 > o \Yign dogp — Yigh Ogn)s
T oK
le quali confrontate colle note formole di inversione della derivazione intrin-
seca danno le

n

i i

= . _\l_ ok 0= D (Yo — yow) O \T iAOn = YO
o le equivalenti
i < ~
(#) = = V/ Yiwohi N~ > o (Yaim O — yank 0) -
sk o T

Se si fanno le posizioni

n

g N
ok

Yijhkl = Yant Yijih )

valgono le

5 SN O A
Vijynnt == Gt Vs U S U

A

L_rstuv

e percid le relazioni identiche
Qrs,tuw = Crsotn —F Crst =0
riconosciute dal prof. Bianchi si possono anche scrivere sotto forma invarian-
tiva come segue:
Yisnwe = Yijnk = Yisn = 0.
#) il procedimento di deri-

Se, tenendo conto di queste, si applica alle (
vazione ed eliminazione gia applicato alle (e,) si giunge in fine alle

n

(v) D i = Yo i O — Yowjie On == ijn Ot — Yaiwy sl = 0.
1
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Le equazioni (), (8) e (y) costituiscono il sistema algebrico-differen-
ziale simultaneo, cui debbono soddisfare le funzioni incognite del problema,

cioe le traslazioni e le rotazioni.
\

Giova distinguere le equazioni (y) in tre gruppi A, B, C secondo

ndici 7,7 ,h, /% due, tre o tutti sono distinti; ed assumere come

ennupla di riferimento una ennupla principale.
..,0, gli invarianti principali di V,, le

Se si indicano con o, ,0

equazioni del gruppo A opportunamente combinate fra di loro e quelle del
gruppo B in modo analogo danno rispettivamente le

(Bo) (ox—on) (\_ Yt Tt On
1

si suppongono gli invarianti principali tutti fra loro distinti, le (B,)
danno per le dy; le espressioni

(3) Oy = i Y M1
1

per le quali le (), (3) e (y) assumono ris nte la forma

() (Vi

(#) e
| Z_g \Vgik ¥ gn Yok /w,)\ M
) lly;,m: e

W

Se colle (4 si confrontano quelle, che si ottengono derivando le (3)
ed eliminando le derivate delle % mediante le (@) si giunge alle '
-] O

(a) Y, n i =).
A RLY]

Se s1 osserva che, quando le () sono identicamente soddisfatte, lo sono
’ . 5 4 y
anche le (') si pud dunque concludere che:

« Ogni V,,, i cui invarianti principali siano tutti distinti, ammette un
gruppo transitivo di movimenti rigidi, se le rotazioni relative alla ennupla
solamente in questo caso. Verificate queste condi-

principale sono costanti e
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zioni, la V, ammette un gruppo ad » parametri, pei quali risultano arbi-
tre

ii 1 valori iniziali delle traslazioni.

« Assunta poi come ennupla di riferimento la ennupla principale di V,
mentre le traslazioni si determinano integrando il sistema (), le rotazioni
si ottengono dalle (3) in funzione delle traslazioni .

Dalle (e) si trae poi che:

« Se le congruenze principali sono normali, la componente della trasla-
zione secondo una determinata direzione principale varia soltanto lungo
questa ».

Infine dalle (A,) segue che:

1°. « Se una V, ammette un gruppo G di movimenti rig
rianti principali di V, sono invarianti rispetto al gruppo ».

2°. « Se il gruppo & tramsitivo, i detti invarianti principali sono
costanti ».

4. Assunta come ennupla di riferimento una ennupla principale, le equa-
zioni del gruppo C sono identicamente soddisfatte, se la varietd V, & rego-
lave ed in questo caso soltanto. Le equazioni dei gruppi A e B assumono

idi, gli inva-

allora rispettivamente le forme

(A)) e

2o .
1 81

(By) (rij,i5 — Yinin) (L% Vow o~ Jﬂf) = U3
1 /

e sostituiscono complelamente il gruppo (y).

Esse sono identicamente soddisfatte per le varietd a curvatura costante
e soltanto per esse, e si ottiene cosi il ben noto teorema sul gruppo dei
movimenti rigidi, che ad esse appartengono.

Le (A,) ci dicono che:

« Se una varietd regolare V, ammette un gruppo di movimenti ri-
gidi G, gli invarianti differenziali di 2° ordine di V, sono tutti invarianti
rispetto a G ».

« Se il gruppo é transitivo, tali invarianti sono costanti ».

B facile caratterizzare geometricamente il caso in cui le (B,) determi-
nano le dj in funzione delle 7, dando per esse le espressioni (3). In tal
caso valgono ancora e si ottengono, come nel paragrafo precedente, le (),
(8") ed (@), e valgono quindi anche per il caso, che ora consideriamo, le
conclusioni che da esse abbiamo sopra ricavate.




