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Matematica. — Swulle /"//;z:/mz/ di due o /;/«‘/ variabili com-
plesse. Nota del Corrispondente T. Lmvi-Crvira.

il teorema di esistenza (e usufruendo della solita rappresentazione piana dei
valori reali di = ,y), si & condotti al risultato ben noto:

Se, sopra un arco di curva = (analitico e vegolare), si danno ad ar-
bitrio due funzioni p, ¢ (veali, analitiche e regolari), rimane univocamente
?), che prende sopra = i valori p g, e si

determinata una funzione w
comporta regolarmente in un certo campo C del piano «, 7, che comprende =
nel suo interno.

Questo modo di caratterizzare una funzione w(z), in base ai teoremi di

esistenza di Cauchy, & suscettibile di facile estensione alle funzioni di due,

e pitt generalmente di quante si vogliono, variabili complesse.

Limitiamoei intanto al caso di due variabili

=zt , F=ua - /‘,/'_

e ricorriamo, come d'abitudine, a linguaggio geometrico, considerando uno
spazio S, rappresentativo dei valori delle quattro vaviabili reali z,7,2", '

Chiamiamo — come si sia condotti a tale definizione apparird qui ap-
presso — superficie caratteristica di S; ogni varieth a due dimensioni, che
risulti dal porre fra z e & un vincolo analitico (il che implica due rela-

zioni reali fra le coordinate 2,7 ,2",y

Chiamiamo poi genericamente =,
una varietd reale a due dimensioni.

Sussiste la proposizione seguente:

Se, sopra una non caratleristica di Sy (analitica e regolare)

si danno ad arbitrio due fungioni (reali, analitiche e regolari) p e ¢,

rimane wnivocamente determinata una funzione w(z,s), che prende in =,

i valori p—-iq e si comporta regolarmente in wun certo campo C di Si

(@ quattro dimensioni), che contiene la

Come corollario discende che una funzione w(z ,
<

la quale si annulla

sopra una non caralteristica, € identicamente = 0. Si noti che la restri-

zione non caratleristica & essenziale, come apparisce da ovvi casi partico-

lari. Prendiamo per es. w =2"P,

con P polinomio in z,2". La funzione
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si annulla allora per &/ =0, cioé in tutto il piano caratteristico #'=0,
y' =0, eppure non & identicamente nulla.
Per il caso di un numero qualunque di variabili veggasi il n. 4.
1. Dimostrazione del teorema di esislenza in un caso particolare. —
Le relazioni di monogeneita per una funzione

w@, ) =u@,y;z . y)+iv@,y;z",y)

delle due variabili complesse 2=z -y , & =a -4y’ sono
) R D, dw W W L
2 w2yl

le quali ci presentano le quattro derivate di »,» rapporto ad x,« espresse
mediante le altre quattro, relative alla coppia 7,y

Il chiaro che, derivando successivamente le (1), si riesce ad esprimere
una derivata d'ordine gualunque di , v, in cul le z,z’ appariscano una o
piu volte come vaviabili di derivazione, mediante una derivata dello stesso
ordine, relativa alla sola coppia ¥,y

Cid posto, applichiamo il solito procedimento di Cauchy, immaginando
che, di due presunte funzioni (regolari) w,v soddisfacenti alle (1), sieno
dati (ad arbitrio, tranne la condizione di regolaritd) i valori p(y, %), ¢ ),
presi per # =4’ = 0. Per questi stessi valori rimangono senz'altro definite,
2 norma della osservazione fatta, anche tutte le derivate, e si possono per
conseguenza costruire gli sviluppi formali di Taylor. Tutto si riduce a pro-
varne la convergenza, il che é pure pressoché immediato.

Riferiamoci infatti ad un generico sistema di valori di regolarita per p
e ¢, valori, che senza pregiudizio della generalitd, potremo supporre essere
y=0,y = 0. Potremo del pari assegnare due costanti positive M ed 7,

tali che

M
e

7

W=

1

riesca maggiorante cosi di p, come di ¢.
Se si formano le equazioni

@ U ey U iUl SNy U
K 1T . Y

e si immagina di fave il calcolo delle derivate successive di U e V, in base
alle condizioni iniziali: U=V = per & =2’ =0, si vede subito che gli
sviluppi formali di U, V riescono maggioranti di quelli costruiti per » e v

Ora questi sviluppi di U,V convergono (per ||, ||, |y | <L /),

perché le funzioni U, V, soddisfacenti al sistema ausiliario (2) e alle accen-
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nate condizioni iniziali, sono entrambe egnali a

M
z+a+y+y

7

c.d. d.

Convergono dunque a fortiori gli sviluppi di =, 2.

2. Caso generale. — Cerchiamo se e fino a qual punt
dere il teorema di esistenza al caso, in cui la varietd, sulla quale si sup-
pongono dati i valori di ,v, sia una qualunque Z,, anziché il piano
2 =2’ = 0. Ricorreremo per cid, come si fa costantemente in circostanze

o si pud esten-

analoghe, al cambiamento di variabili.
Se

o

Wz gz yl) =0,
(@ 2l )=0

sono due equazioni definienti 3, e 05,04 due generiche funzioni di &. y.& .,
costituenti assieme a o,, 0. una quaterna indipendente, potremo peusaie le
9, ,y pel tramite delle ¢, e attribuire per conse-

) :

o

w,v funzioni di
guenza alle equazioni (1) la forma:

[ (Rudei i) _
4-i\ 0 de 0 WY
4
— ( du 0; AV 0
, \-kng, e
(1) \ 1 00i Y 00i o
& du e D
L DD
T 20 2z 20 ')
(w1 R
\> t_()__{_ v 0i | 0.

20 e S

Condizione necessaria e sufficiente affinche queste quattro equazioni si
possano risolvere rispetto alle quattro derivate

ﬂ W Y/ W
01’ 01’ 02’ 02

& che il determinante dei loro coefficienti, cioé il determinante

001 20, 0s 202
2L RV} AT RV
L 20 202 0z
e R/ P4 W Y
20, 20, 202 0,
oY W' T
001 01 0> 0:
RV 2z W '

sia diverso da zero.
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Supponiamo questa condizione soddisfatta nell intorno di un punto ge-
nerico di =,.
11 sistema (17) si pud allora presentare sotto l'aspetto

W W R W -

(1)

dove H,,K,,H,, K, sono funzioni lineari ed omogenee delle quattro deri-
vate di »,v rapporto a g;,0s, 1 coefficienti dipendendo (in modo analitico
e regolare) dalle o (in generale da tutte quattro).

Sarebbe assai facile, modificando opportunamente la dimostrazione del
n. 1, riconoscere per via diretta 1'univoca esistenza di integrali delle (1”),
riducentisi sopra =, a due assegnate funzioni regolari p, ¢ (delle varia-
bili o5, 0,). Ma & anche pitt comodo riportarsi senz'altro ai risultati gene-
rali del sig. Riquier, che stabiliscono il teorema di esistenza per qualsiasi
sistema ortonomo passivo: il sistema (1”) vi rientra infatti come caso par-
ticolarissimo (%).

Una funzione w(z,4&’) rimane pertanto univocamente determinata dai
valori p --7g, presi sopra uma qualunque superficie =, per cui non sia
D=0

3. Superficie caratteristiche. — Chiameremo, come & naturale, carat-
teristiche quelle eccezionali varietd (veali) a due dimensioni, per le quali
il determinante D si annulla.

Cerchiamo di interpretare questa condizione differenziale.

Giova all’uopo renderla pitt semplice, immaginando di sostituire alle
equazioni (3), da cui si prende le mosse per formare D, due equazioni equi-
valenti in forma risoluta. Senza ledere la generalita ¢ lecilo assumerle sotto
la forma
@ (@ —g(z,y)=0,

(y —v@,y)=0.
Infatti, le (3) sono certo atte a definire due delle quattro variabili S )
in funzione delle altre due.

(1) Veggasi Riquier, Sur une question fondamentale de calcul intégral, Acta Ma-
thematica, t. 23, 1900.
Nel nostro caso basta per es. attribuire alle funzioni e alle variabili le quote seguenti:

‘ul‘ Q1 ‘03 08 0s

Prima quota ORRORKONS ORS00
Seconda quota | 0 0 L 1 0 0

Rexprconti. 1905, Vol. XIV, 2° Sem 63




Se la coppia definita non & (@

(@,9);

oyvero )
bt o sl o (@afh) o Wadlls

Il primo caso si riconduce subito alla forma (4) scambiando fra loro
le due variab 'li 2,2

Degli altri quattro basta considerare il primo, poivlm
1o di cambiavvi ordinatamente &, g in: 72
lita tanto rispetto

i successivi si

1«1\1u»nn ad esso nnnnwnmw Foak:

In questo caso, esclusa che sia la risolubi

)/, quanto vispetto ad 2, %, le equazioni definienti 2, &' non possono

esserc se non del tipo

z —Y =0,

(5) L N
o' —Y =0,

posto

con Y funzione della sola y, Y' funzione della sola y'. Ma allora,

o — e gz —1C—N,

«ZY di
=[5 10+ @) )

(uantith essenzialmente positiva.
Nessuna superficie (5) pud dunque essere caratteristica, ed e percio giu-

stificato di attenersi esclusivamente alla (4).

risulta

Prendendo poi
o =a'—9(#,9),
0=y —y@,9),

si ha
e ' | .
R Y Y Y
Bl Fp SRR RNl
R/ Rz RV 2|
1 0 0 —i|
0 1 1 0

Aggiungendo alla prima colonna la quarta, e alla seconda la terza cambiata
di segno, il determinante D si riduce al prodotto dell unitd per

| RL L/

— =t
== —I—
Y V/ =(3_9_L‘r“ 2 i W 2\
o w e w =) TR

Y 2 W WY
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e pud quindi annullarsi (nel campo reale) allora e solo allora che si abbia
ad un tempo

oA e R
R D s e e

Queste equazioni esprimono che ¢ -7y & funzione della variabile com-
plessa z. Designandola con f(z), le (4) si possono compendiare in

/ ;
&=r@),

che porge cosi, risguardandovi / come arbitraria e s scambiabile con &' (cid,

che del resto da in pid solo i piani 2= cost.) la rappresentazione in ter-
mini finiti delle superficie caratteristiche.

E facile precisare il comportamento di una superficie caratteristica di

fronte alle condizioni di esistenza di wna w(z, &).

Anzitutto, immaginando preventivamente effettuato un camhiamento delle
due variabili (complesse) indipendenti 2,2 (in ¢,s — f(2)), & sempre le-
cito supporre che la caratteristica in questione sia il piano &/=0. I valori

w(z,0)=p-iq,

che vi prende una generica funzione w(z,
a prescindere dalle condizioni di analiticitd e regolarits — accade per le
altre superficie), ma vincolati dalla condizione che p - 7g risulti una fun-

, non sono arbitrarl (come —

zione 7 della variabile complessa z.
Soddisfatta questa condizione, esistono infinite funzioni w, che si ridu-
cono a Z per &' =0. K cid che apparisce dalla formula

w=27Z-+4 w,

3

dove si pud intendere per w, una funzione arbitraria delle due variabili z
(regolare nel campo che si considera).
La univoca determinazione di w & cosi ricondotta a quella di w,, ecc.
4. Funzioni di n variabili. — Per una funzione w =u - 7v delle #
variabili complesse

&= Yy, Ba=Zs - Ys y .y 8= T~ WY,
si hanno le 27 relazioni di monogeneitd

% ) W u
D/’_l _L 1-:1,2...,‘:1),

L T

ed e subito visto (procedendo come a n. 2) che si possono dare ad arbitrio
valori (regolari) p, g di «,» sopra una vavietd analitica ad » dimensioni 3,
(dello spazio reale a 27 dimensioni @y, 7 , @z, ¥ s - » &n 5 ¥n), Purché soltanto,
nei punti di essa =,, non sia nullo un certo determinante D, d'ordine 27:

la w rimane con cid univocamente determinata.




9

@

=

Qe si suppone che le equazioni di = sieno

0u(Z15 Yy "'-y‘l)z"'
) -

=0

—

0x@1 ) Yy e s Y
(6) ll .‘ )

’ on(@y s Y1y s Yn) =0,

il determinante D, ha per elementi

Asp—1,2k=1 — Uohok —

= — Uap—1,2k =

Uzh,2k-1

mostrano che si

— Qah-

Le velazioni dop-isi—1 == @ah2k s Len2k—1 =

Voigt, il quale si presenta sempre come sommna

tratta di wn determinante di
di due quadrati.
['equazione

si seinde dunque (civcostanza gid direttamente constatata per 7= 2) in due !
distinte equazioni
W) A,=0,A,=0,
A, o A’, essendo polinomi omogenei di grado 7 nelle derivate delle o ()-

Nel caso di #=2, le condizioni differenziali (7) equivalgono, come si
% visto, all'esistenza di un legame analitico fra z e &

In generale 1 integrazione delle (7) non sembra agevole; almeno non da
luogo ad una interpretazione cosi semplice e comoda come per 2 =2.

Si pud convincersene prendendo qualche esempio particolare, relativo al
caso di tre variabili.

5. Osservazione. — Nella teoria delle funzioni di una variabile com-
le questioni di esistenza si possomo porre sotto due diversi punti di
vista; quello di Cauchy e quello pur classico di Riemann-Divichlet, secondo
cui, fissato a priori un campo C, si tratta di individuare una (2), regolare
entro C, mediante condizioni relative al contorno y di C.

Se si cerca di estendere il punto di vista di Riemann-Dirichlet alle
riabili — diciamo di due per fissave le idee — si & con-

Mu

funzioni di pil ve
dotti all'enunciato seguente:

» in termini degli elementi di D, sono state

di A,,
atz aus der Determinantentheorie, Gottinger Nachrichten,

(1) Le espressioni esplici

nate dal Drude (Zin S
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Dato un campo C di S,, viconoscere se e quali dati, relativi al con-
torno (a tre dimensioni) y, o a porzioni di questo contorno, sono atti a de-
finire una e una sola funzione w(s, &), regolare entro C.

Rispetto a questi dati di contorno va notato che non pud soccorrere
'analogia con quanto accade per le funzioni di una sola variabile.

Sarebbe infatti esuberante il supporre assegnata la parte reale » (o la
immaginaria ») in tutti i punti di y, poiché non esisterebbe in generale al-
cuna corrispondente w ('); savebbe ancora esuberante (1'ho verificato su casi
particolari) il darsi # in tutti i punti di una superflcie chiusa situata in y.
Sarebbe invece troppo poco il darsi z solo sopra una linea, perché rimane
allora molta indeterminazione.

Si intravede di qua la difficolta della questione, e si vesta anzi dub-
biosi se sia ragionevole il porla.

Nulla infatti assicura che debba necessariamente esistere, per un asse-
gnato campo C, una qualche porzione di contorno indipendente da w, ca-
pace di essere luogo di convenienti condizioni determinative.

Geodesia. — Rilievo planimetrico ed altimetrico di Villa
Adriana esequito dagli allievi dello Scuola & Applicazione per
g0 Ingegneri in Roma. Nota del Corrispondente VINCENZO REINA
e di UBALDO BARBIERI.

Questo lavoro sard pubblicato nelle Notizie degli Scavi.

Biografia. — Zn ricordo di Leopoldo Pilla. Nota del Socio
T. TARAMELLI.

Il giorno 20 dello scorso ottobre la cittadinanza di Venafro celebrava
il centenario di LzopoLpo PILLa, insigne geologo e patriotta esemplare,
uceiso da una scheggia di mitraglia presso al ponte sull'Osone, a Curtatone,
alla testa del battaglione dei volontari toscani. Non dubito, egregi colleghi,
di interpretare il pensiero di voi tutti col proporre che 1'Accademia dei Lincei,
della quale la ricostituzione fu non trascurabile conseguenza della conqui-
stata unita nazionale, rilevi con plauso le onoranze, rese dalla cittd natale
allo scienziato glorioso, che ancor giovane coronava col sacrificio della vita I'opera
resa all' Ttalia con un’attivitd scientifica meravigliosa, attestata da numerosi e
pregievoli scritti, tra i quali un trattato di geologia in due grossi volumi, finito
di pubblicare dopo la di lui morte. Importantissime e geniali le osservazioni

(1) Cfr. Poincaré, Sur les fonctions de deu variables, Acta Mathematica, t. 2, 1883.




