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Fisiolwgiu. — Contributo ally /fvy/‘y/o'///'/t dei muscoli lisci. Me-
moria del Socio A. Mosso.

Questo lavoro sard pubblicato nei volumi delle Memorie.

Matematica. — Le wvarieti rappresentate per meszo di und

temi lineari

matrice generica di /'mw/’ e le varietn generate da s
proiettivi di forme. Nota di GIOVANNI 7. GraMBeLLI, presentata
dal Socio C. SEGRE.

Come ho accennato nella mia Memovia: Ordine di wna variela pil

ampia di quella rappresentata coll annullare tutti ¢ minori di- dato ordine

estratti da una data matrice generica di forme « Mem. R. Ist. Lomb. »
(3), 11, 1904 (1), i risultati in essa ottenuti per mezzo di semplici trasfor-
mazioni analitiche e geometriche possono fornire notevoli proposizioni di

geometria. Nei § 1, 2 del seguente lavoro si dimostreranno aleuni nuovi

teoremi generali di geometria analitica sulle varietd algebriche; mei § se-
guenti si esporranno i nuovi risultati che si deducono associando questi teo-
vemi di geometria analitica a quelli della mia Memoria, applicando impli-
citamente alcune semplici proposizioni geometriche. Nel § 4 ho creduto
opportuno farne delle applicazioni alle varieta generate da sistemi lineari
proiettivi di forme per mostrare che lo studio di questo lavoro, di altri
precedenti e di altri che pubblicherd in seguito, si debba considerare come

un proseguimento nell' indirizzo di ricerche iniziate dal Cremona negli ultimi

cinque capitoli della sua classica Memovia: Preliminari di une leoria (eo-
metrica delle superficie, « Mem. dell'Acc. delle scienze di Bologna », (2),

1867.

17
yportuno ricordare che nelle due lettere inviate da L. Schifli, il 25
maggio 1854, a L. Steiner [cfr. Der Briefwechsel swischen [. Steiner
von I. H. Graf, Berna, 1896] si fa un cenno su queste varietd

(Y) Mi pare o

aprile 1854 ed il 2
und L. Schifli herausg

rappresentate per mezzo di matrici.

Alcuni te 3
Memoria, si trovano nei due importanti lavori del prof. A. Brill: Usber Ll
« Math. Ann. », 5, 1¢

90

2, 3 della mia

mination aus

smi sulle dette varietd, che si collegano con quelli dei

. — Ueber algebraische

ewnem ( awissen S

2 von Gleichungen,
aith. Ann. )l

La verifica poi accennata alla fine

- g
Korrespondenzen, «1

lella mia Memoria (ultima nota della pag. 133
[33]) si pud estendere ulteriormente, perchd il genere della curva C, (ivi considerata)
Fatto indipendente dai
vuto gli estratti della

coincide con una formola del sig. Stuyvaert (dedotta in modo

risultati di quella Memoria) comunicatami, quando aveva appena ri

min Memoria.
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1. Definizione del simbolo V%% e proprieta elementari relative.
— Una formola di geomelria analitica sopra i polinomii

di forme.

Indicando per brevita con A-, 1 espressione simbolica (operazione di

=0 4
polare) > 7 —, si definird
=% e
il AL
v, = = A (P=W il 5 260 q )

Evidentemente W{* & un simbolo che non eseguisce alecuna operazione;
cioe, se « ¢ una forma (anche di ordine zero, cioé una costante) nelle
A0 5 o 6 ol i OSSR L=

Rispetto a questo simbolo ¥¥** & opportuno enunciare le seguenti pro-
prieta fondamentali:

12. Bssendo @, a:,...,a forme nelle z,,2,,...,zs, vale la rela-

zione :

iz = Wi3) ) @)
VS gty @)= .V iy o B oo T
£ .

R TS 4

ove la sommatoria & estesa a tutti i valori interi positivi zero incluso delle 7,
la cui somma & uguale ad .
22, Essendo @, @, ..., «, forme nelle z,,2,,...,%s, vale la rela-

71006 :

VI e+ a4+ )=V a0+ VI 0 Y.

7

Si consideri 1'ipersuperficie () « = 0, essendo « una forma nelle
EolTE e s 2, coordinate omogenee di punto in uno spazio [d]. Se si desi-
gnano pure €on 2,2 , - .., 3 le coordinate di un punto Z 72 per 1'ipersu-
perficie =0, allora V{* ¢ ¢ identicamente nulla quando /=0,1,...,7—1;
ed interpretando 7o, %y, ..., %a come coordinate omogenee correnti di punto
nello spazio [d],V¥¥a= 0 rappresenta l'equazione del cono di ordine
tangente all ipersuperficie nel punto 7.
Dalle proprieta elementari ora esposte segue subito:

TrorREMA 1. — S7 considerino le ipersuperficie ;=0 (: =0,1,...,1),
essendo a; una forma di ordine m; melle 2y, %, ..., 2, coordinate omo-

(1) Siccome qui occorre distinguere la concezione della forma a, colla concezione
della totalita dei suoi zeri, si adopera la parola ipersuperficie invece di forma, come si
Nel seguito del lavoro non si avvertira, dove occorra tener conto di questa

suol fare.

osservazione molto ovvia.
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ie ai= 0 abbia poi mnel

jo [d]; Uipersuperf

O, ..., 0 numers interi positivi

genee di punto nello

ondo o

90,

punto Z la molleplicite, o;, ¢

zero incluso (*). Si designi con @(dy , @ o -y a)) = > C; ay un

Vig iy eeeiy Qo” QA" ooe

0 8 A 3 1n1y 0 > ) -

olinomio nelle ay, @y, ..., a, (Ciyi,...;, Sono coefficienti), dove nella som
y! 0 0 @ Ugdy oeniy

5 1 1

MALOTIA Tg 3 by 5 e« i, variano in modo che le somme My o - My

al 0y 41

i, ey iotoiii 04, nmon mutano al variare delle

Go s Gy ooy Gyy per cui Si puo chiamare m il valore comune alle somme

Molo Myt == - myi, e chiamare o il valore comune somme

. : » le coordi-

Qoo 010 - - 0,4. Indicando pure com &,z ... e le coords

nate del punto 7 e interpretando y,

[41,

Ya come coordinate omogenee

correnti di punto nello spazio zione

{m‘v\ ;%)

o0ssia U'equazione

D Ciivon iy (VI 5o (V2 )

gente nel punto "%

2. Lemma sulle matrici. — Una formola di geometria ana-

litica sulle varieta rappresentate coll’annullare una ma-
lrice di forme.

LEMMA. — Detto M(do,dhsen iy 5 Koy Byyeen s k) 4l minore di
(r =1y ordine della matrice ||ay| (=0,1,...,m;k=0,1,..., )
costituito dalle linee (i, —--1)sme (;, Siedima (A= S L) e e da e
colonne (%o = 1)5me | (o, - 1)sima . (%, - 1)sime - se sono nulli tutli ¢

minori dv ordine r -2 contenuti in questa, matrice | awl||, allora vale:

M (Gossizig hesess Lk o oo o o) o W ot oo 05 B 8T o o0 o V)
N

WIS o Ry o 5 O el (s oo

) R N o R e e

dove 4o, 01, .., 0 000 71 numeri tra loro distinti presi nella serie
0,1,...,m e dove ky,k,...,k. sono r 1 numeri tra loro
prest nella serie 0,1 ,...7%.

Si omette la dimostrazione di questo lemma, perche essa si pud otte-
nere immediatamente applicando notissimi teoremi di algebra.

(!) Evidentemente p; = 0 significa che Iy
Reputo superfluo ripetere tale osservazione

ersuperficie @;= 0 non passa pel punto Z.

nei seguenti casi analoghi di questo lavoro.
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Indichiamo ora con ||A|| la matrice generica di forme (') nelle 2o, 21,5 2a
definita da ||ax|| ¢ =0,1,...,m;k=0,1,..., w;n=m), con ||VUA|
la matrice ottenuta dalla ||A|| ponendo V{%? gy in luogo di ciascuna delle
forme ay (6=0,1,...,m ; k=0,1,..., 7). Con

W[y P 000 0005 o ftia a0 alen 5| All)
si designerd il minore di ordine 71 (0 =7 .= m) costituito dalle linee

(do - 1)sima (5 4= 1)sime ... (G4 1)%"e o dalle colonne (%o - 1)seme,
(Fey = 1)sime .., (#r = 1)¥me della matrice [|A|; similmente con

WU it die 6 o & sl g oaondom & 2222

si designera il minore di ordine -1 (0 =7 =m) costituito dalle linee
(G0 = 1)sime | (3, 4= L)sime ... (dp -+ 1)s™e e dalle colonne (%o SIEST))simats
(Foy = 1)sime .., (b 1)3"¢ della matrice [|[V¥2A][. Indicheremo invece
con

(o) 2t el o o oAy b o=y [A])

il minore di ordine m — 7 (0 =7 =m—1) ottenuto dalla matrice [|A
togliendo le linee (7 - 1)sime | (G - L)sima L., (= 1)7* © le colonne
(ko o 1)sime (o = 1)@ oo (Bnomar = 1)5¢5 @ 1 rappresenterd con

|

Djy s e

il determinante di ordine - 1, ottenuto dalla matrice [|A[| togliendo le
colonne (5 =+ 1)me , (o A1) . o, (e = 1.

Interpretando le 2,2 ,...,%a come coordinate omogenee di punto
nello spazio [d], si designi per ora con ¥y, j, . ju—m 1'ipersuperficie di equa-
zione

Dy, s cvogn—m = 0

¢ con Wy (0= =m) la varietd vappresentata coll’annullave tutti i mi-
nori di ordine m — 7 -1 contenuti nella matrice |A||. Bssendo Z un punto
generico di Wr, conveniamo d’indicare pure Con Zo,&u, .. %a le coordinate
di questo punto Z. Quindi se si pensano invece come coordinate omogenee
correnti di punto le o, Yay .-, Ya, D ViXtd di quanto si & detto sul sim-
bolo V¥ nel § precedente, 1' ipersuperficie Fj, j,...ju—n nel punto generico Z
ammetterd come cono tangente 1'ipersuperficie di equazione

St == Mi(Z51 %1 = - lns Tools on e et | A Y EAY

2 i 5 i
@ -N(z’o,z',,...,z};/.‘]2,...,1,,_,,,,/:0,/f,,...,/fr;|AH=0,

(1) Brevemente si pud dire che la matrice & generica, quando i coefficienti delle
forme sono lettere assoggettate a nessuna equazione, ciot del tutto tra loro indipendenti;
cfr. poi il § 4 della mia citata Memoria.
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dove nel primo membro la sommatoria & estesa a tutti i valori delle
Lol s ir @ delle %y, % ..., % per cui

A

—~ g ) n " 5 < I < e
RS 99 5 S ot S sy iy I i B 0 [

lo s @1y .., 7 © una disposizione di 7—-1 numeri della serie 0,1, ..., 7;
M5 n 0.0 0 /- & una disposizione di » -~ 1 numeri della serie di m— 1
numeri, che si ottiene dalla serie 0,1,...,# tocliendo s ]
il s

10 pot sard -, oppure —, secondoche & di classe pari, oppure dispari,
il minore

Wit 5.5 55 008 § G 0ffon e o Ty

pensato come appartenente al determinante D

/l."

Siccome 7 ¢ un punto generico di Wi, non possono essere tutti nulli i
determinanti di ordine 7 — 7 contenuti nella matrice [|ay|| (1= 0,1
ROl = 1), quando hen inteso si pensino le z, . z
come coordinate del punto generico 7 ; quindi pensando sempre le z,, 2, , ..., 2,
come coordinate di Z, il sistema

di equazioni (nelle incognite omogenee z).

Ol 3 ,‘L Ay &y~ - - ~f— e Lo —10) (== 0 e 1)

ammettera oo” soluzioni; percid si potra scegliere un sistema

iy by s e (=051, 007

di 7~ 1 soluzioni linearmente indipendenti. Per

un noto teorema del prof.
E. D'Ovidio (1) segue:

NG, 4 by M—r,m—r—-1,. ... % ||Al) =
ity Wi 5 oo Bois ‘w
/’1,_ //z.r, /", ‘
=0 - (— 1)io+ir+ e+ 1150510 6 161 ol

iy Daty oo U

ryin |

(1) Cfr. il teorema del § II delle
lineari, « Atti della R,

Ricerche sui sistemi inde

'/C/'il!i/}(/fl //‘L L”/MU,SHI?U
Ace. delle scienze di Torino », 12, 1877,
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dove con o si rappresenta un fattore di proporzionalitd, che rimane costante
al variare delle 7y ,7y,..., 4

Questa formola associata alla (3) permette di serivere la (2) cosi:

> =AMty vy B 5 Hoy By o By [V RA)

boyig « o boyir

gy o o g

N O 2 o Rt o o re e e | A ST

dove la sommatoria >; & estesa a tutti i valori delle 7,7, ,...,%. per
cui 2o < oy < o0 < tpoy < ty, essendo 7o, % ,...,% una disposizione di

7 =1 numeri della serie 0,1,...,m,, e dove la sommatoria iﬂ‘ ¢ estesa

a tutti 4 walouitidelle) Ay /iie oy ly per enil o <Tly << - o< Bpey < Fpsy
essendo /o, /1, ..., /4 una disposizione di 7 -~ 1 numeri della serie di m - 1

numeti, che si ottiene dalla serie 0,1, ...,% togliendo j,,/,,..., s
inoltre il segno & -, oppure —, secondoche & di classe pari oppure dispari,
il minore

W00 50000 8 it as0ns dho=mmnlo nnoooatis o ||

pensato come appartenente al determinante Dj ;, . ;._.-
Scrivendo in modo opportuno I'espressione del primo memhbro della for-
mola precedente contenuta tra le {{, per mezzo del teorema sul prodotto
di due matrici rettangolari, essa diventa uguale al determinante di ordine
r—+1
%)

Uiz Viz)
(1630 G B Wy 2 Gt = B Vs |
(@ =100 A P e R — s s s )
Quindi il primo membro dell’equazione (2) non & altro che il determi-

nante Djjs..jum, quando in luogo di ciascun elemento ey (7 =0,1,...,7;
k=0,1,...,n) appartenente alle prime 7 -~ 1 linee si ponga 1'espressione

() W3 At Wi
biy V. Aok 7" biy Vl (4303 + —i‘ bim NV Ak 5

1

pensando hen inteso le 2,21 ,...,2; come coordinate di Z .

Dal risultato ottenuto, per mezzo di alcune ovvie osservazioni e ponendo
mente p. es. al teorema del § 6 della mia citata Memoria, possiamo facil-
mente enunciare:
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ta W, rappresentala coll’ annullare la ma-

TroreMa 1I. — La varie
trice generica |@|| =0, 1 ey i) =10k 115 e nn=m), i
coordinate omogenee di punto

cui le ay sono forme nelle 8,81y --«y8d,
nello spazio [d], quando ¢ d=(r +)n—mtr+1) (0=7- m)
4 ” 3 1\ uwplt
ammette waw variets Wy i punti singolart (w;ﬁlle—l’)) ’ E
(=1 1)!
rappresentata coll’ annullare tutti i minori di ordine m— 7 -1 contenute
nella, matrice ||aal| G=0,1,....m ; k=0, 15 n). Si chiamino
24 le coordinate di wn punto 7 di Wy, punto generico
pensate come una matrice di

010 By 4 81y
e quindi tale, che lo ||w¥=A B 7, m|,
forme nelle Yo, Yus---sYas risulli pure una matrice generica. Col pre-
cedente simbolo | VY2A ,B ;7 ,m|
matrice di m—-1 linee e di n~1 colonne, nella quale gli elementi della
colonna (& 1yme (A=0,1,..., ) S0R0:

si ¢ indicata, se ¢ 0 =r=m—1, la

A ;2) (359) | W;=)
boo V" Qo —+ b0y V' G009 bom V. Uk

W Wim vz
bio V,"° o b1 VT + -t bim Vs ) Ui

) o) vz
byo V77 ox + 00V, o - brm V:‘I > Gk

1, K
Oy,
Ok

dove con 2o 21, ..., 2a St devono intendere le coordinate del punto gene-

rico 7 e dove
B Ot oo ata O (=05 1 )

sono -1 solusioni linearmente indipendenti del sistema di equoziont
(nelle incognite z)

Qow Lo = Ciw 21 -+ Gnu 2 w=0,1,...,m—r—1).

Il simbolo ||[VY?A B ; m,m| dnwvece indica la malrice ||V ai|
(=0 ,1500a5 m oy k=0,1,...,n) di m--1 linee e di n—1 m/r)/uzz".
«/"w; CON Ry, Ry .., 3a S intendono sempre le coordinate del punto gene-
rico 7. Il luogo delle tangenti alla varieta W, nel punto mulliplo Zvé la

3 . 3 v — = = 1
variela di ordine @ m—r 1)

i (n—m-1) rappresentate, analiticamente nelle
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coordinale, correnti omogence di punto, Yo,y ..., ya collannullare la
matrice ||V YPA | B ; 7, m|| ().

Queste ricerche si possono spingere molto pit oltre; posseggo gia mno-
tevoli risultati, che forse pubblicherd in seguito.

Fisica terrestre. — Sui risultali di due ascensioni meteoro-
logiche di palloni-sonda compiute in Castelfranco Veneto nel-
lagosto 1905. Nota di A. PocagrTiNo, presentata dal Corrispon-
dente A. SELLA.

Dai risultati delle numerose esplorazioni dell'alta atmosfera compiute
mediante i palloni-sonda specialmente negli Osservatori di Tegel e di Trappes,
si e potuto rilevare una grande variability coll'altezza sul livello del mare
del gradiente termico verticale, il quale molto di rado si avvieina al valore
che dovrebbe avere per una caduta adiabatica della temperatura, cioé di 1°
per ogni 100 metri di dislivello; queste variazioni del gradiente termico non
presentano alcuna regolaritd, ma sono diversissime da locality a localitd e
dipendono, come é naturale, in modo essenziale dalla situazione meteorolo-
gica esistente al momento in cui si effettua 1'osservazione.

In tutti i casi perd ove si superano i 10,000 metri di altezza si pos-
sono notare diversi cambiamenti di segno del gradiente termico verticale:
ordinariamente in basso fra 0 e i 2000 metri si ha un primo cambiamento
di segno cui susseguono dei gradienti piccoli accennanti quasi ad wuna iso-
termia che ordinariamente si aggira intorno ai 4000 metri di altezza, man
mano poi il gradiente ricresce nuovamente fino quasi a raggiungare talvolta
il limite adiabatico e magari a superarlo, cid fra i 6000 e i 9000 metri;
al di sopra di questa zona il gradiente diminuisce nuovamente fino all’iso-
termia per poi cambiar di segno ed accennare addirittura a un accrescimento
di temperatura col crescere dell'altezza.

Lasciando da parte la prima inversione che si verifica spesso entro i
primi 2000 metri, quasi sempre, quando si riesca a far superare al pallone-
sonda 1 9000-10,000 metri di altezza, si riscontrano nuove inversioni di segno
del gradiente termico che talvolta possono essere abbastanza considerevoli,

Sembra che di queste inversioni superiori ce ne siano due, una verso i
10-11000 metri, ed una verso i 18000, talvolta si verificano tutte e due
contemporaneamente come per esempio ebbesi a riscontrare nell'Osservatorio

(1) Tia proposizione enunciata come applicazione geometrica verso la fine del § 9
della mia citata Memoria & stata stampata in modo inesatto, perche nella 3% linea di
questa proposizione in luogo di varietd dei punti »2% si deve leggere varield dei punti

(rn—m)l "t
[(r—])!(n—m—}—l}! :

Renprcontr. 1905, Vol. XIV, 2° Sem. 73




