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giacche in questo caso dovrebbero prendere parte alla reazione due molecole
di isocianato e non si dovrebbe avvertive 1'odore del nitrosocomposto.
Comunichiamo con tutto riserbo i risultati di queste ricerche ancora
preliminari, che per diverse ragioni ora siamo costretti ad interrompere.

Fisica. — Resistenza elettrica dei solenoidi per corrents di

alte frequenza. Nota del Corrispondente A. BATTELLI.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo faseicolo.

20 di unw

Matematica. — Ze variets rappresentate per i

matrice q neriea i jorme ¢ le varietls J/a’w"/’///z' emi linear:

proiettive di forme. Nota di Grovannt Z. GramseLLI (*), presentata
dal Socio €. SEGRE.

3. — Risultati sopra una classe di varieta definite per mezzo
di una malrice generica di forme.

In questo § e nel seguente si fard uso per brevitd del simbolo

(W,.//l"’ » ¥V 5 Pos Pa ye s Pms oy Gy r/,'\‘
il cui significato risulta ben definito nella mia citata Memoria del R. Istituto
Lombardo (1904) (cfr. specialmente i § 6, 7, 8). In questa vi sono parecchie

espressioni di tal simbolo, secondoche & pw < ¢, » < e, oppure u=rc,» < ¢

ecc. ; in questi § 3, 4 s intendera quella che risulta piu elegante secondo i vari
casi, la qual cosa & molto facile. Per evitare ambiguitd aggiungiamo che p. es.

(e, 75,5 m,1

significa cio che diventa (72,7 ; ft , ¥ 5 Po s Pr s o s i3 Qo 5 Qa5 - s Gn)e , quando
in luogo delle p e delle ¢ si pensano le # e le 6 rispettivamente.

I teoremi dei § 1, 2 associati a quelli della mia Memoria permettono
di trovarne altri notevoli sopra queste varieth definite per mezzo di una
mafrice generica. In questi § 3, 4 si esporranno i soli enunciati, nei quali
sara sottinteso che ¢, dimensione dello spazio ambiente, sia sufficientemente
grande; dai nostri enunciati perd si ricaverd implicitamente quale sia nei
vari casi il limite inferiove di d.

Anzitutto si trae facilmente:

oreMA III. — S7 designi con

T All la matrice generica | am|
(=0,1,..,m;k=0,1,..,n), ovele ay sono forme di ordine Pi~ gk
(*) V. pag. 570.
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(essendo pi, qun nwmeri interi positive, in porte anche nulli) nelle zo 21, --58a,
coordinate omogenee di punto nello spagio fondamentale [d] ¢ tali che per
Vipersuperficie ax =0 il puntlo generico 7* di coordinate Co &1y -y8a
sia (1 = Ox) 2 (essendo n; , Oy numeri interi positivi in parte unche nullz).

Si chiami poi ||[VY" la matrice ||V, en @) ¢ =0,1,..., m;
a2

)

=085 ), dove V.

i Significa cio che diventa .,

in luogo delle 2z, , 2

si pongano le &, &
Bssendo A=min(m,n) , 0=p<=c=4,0=v=

con W

di ordine ¢ -1 contenuti nella matrice ||A|| supponendo inollre il g

matrice ||an|| (¢ =1

¢, si designi

w1 (w;v) la variela rappresentate coll’ annullare Lutts ¢ minore

w/ll---w/

=0, 1,...,n) e la matrice ||ax|

=0, Ly .oty m5 ke =0 Fry o vy w) 5 dOVE Tols Gyee oy ly € UNG combi-
nazione qualunque di w~=1 numers della serie 0.,1,...,m e dove
Ko s oy s oy by & una combinazione qualungue di v 1 numeri della serie

ol Lt Wo—oar (w3 v) ¢ di dimensione d— (m—c—1) (n—c¢ == 1)} —

0,1
—2¢tw-tv e di ordine

(7,15 10,V 5 Pig s Piyyee s Piy s P 5eee s P

3 Gko s Qhy s onen Dy s G053 eee s

m—{t v 1

dove qui ¢ nel seguilo s"indica con ] ¢io che divento lu serie dei nwmer?

{7: -
0,1,...,m, quando si escludono to % - -, T elcom ki, ey k., quelle

che diventw la

ie dei numers 0,1, .., m, quando st eseludono ko, by s Tty
Lo Woear (w3 v) ammette in T* un punto di moltepliciti

iy ey Wiy o Mig o oee s

Mn—p

(m S8 ) 0O R0 O i _)es

tale che il lwogo delle tangenti in Z* ad essa Wa—eri (wiv) € la varieta
Toonn (15 2) di dimensione d— (m—c~+1)(m—c¢ +1)—2¢c+u+tw»
e di ordine

(,n‘n:,u‘,v;:‘,u 54 5 50 P

r T
iy s Wiy o eee 0 Wi

1n—p

S O 0 0 Gy 5 R o

rappresentata nelle correnti coordinate omogence di Punlo Yo\ Y-« Ya
coll’ annullare tutt i minori di ordine ¢ =1 contenuti nella matrice

[URS)
ni+0y,

(|7 @O A5, supponendo inoltre nulle la matrice |V (G E=5r5%

G B=0,1,...,n) e la malrice HV”“:’ @l =041, 0005

M0 7

Bo= gy Brye ooy ). I particolare si ha che la Tr-ci (¢ ¢) varieta luogo

o _ A > ) X m--n 1 Y V/[Mi
delle tangents in Z* alla varieta det punte multiple 78 et i O 1) ) ]
: (A—c)\(m+n—24+-1)!
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Sl S S e e ST (Sl — o) et
della Wy(4;2) ¢ la varieta dei punti multipli [(l«t')!(m+/z-zl+1)!
della varieta luogo delle tangenti in Z* alla W, (4;4). Se si vuol met-
tere dn evidenza questa reluzione di reciprocita basta porre simbolicamente:

T : Fae (m=n—Ai—ec-41)! HELY
@ — varieta di punti multipli [(l — 00 = della,

2 = varietd luogo delle tangenti in Z* alla,
e allora seque:

QUW, (A;2) = BOW, (1; 4).

Osservazioni. — Mi pave opportuno ricordare altre relazioni di reci-
procita, sebbene si possano ottemere molto facilmente. Se si designa con Ly,
la varieta rappresentata coll'anmullare la matrice [l @l =72 -

55U
=0l 7) e con C, la varietd rappresentata coll'annullare la ma-
trice (|aw|[|G=0,1,...,m;k="1ky, k..., %) e se I seguito da paren-

tesi, racchiudente due o piu simboli (semplici, oppure composti cios aggrup-
pamenti di simboli) separati da virgole, significa 1'intersezione delle varieta
rappresentate dai detti simboli separati da virgole, allora si pud serivere sim-
bolicamente :

QI(Ly , BW, (45 2)) = (2L, , 2BW, (4; 1)) =
— I(.QLP, , BR2W, (4; A= (s e) )
LL(L,, G, BW, (4;2)) = (2L, , 2C, , 2BW, (1; 1)) =

= I(RL,, 20, , POW, (; 1)) = Tr_,sr (1 ;2)

Nell'enunciare il teorema precedente non si & poi assegnato esplicita-
mente nei varl casi il massimo numero delle p;, o delle qr, 0 delle 5, o
delle 6, uguali a zero, perché, quando tali limiti sono superati, 1 corri-
spondenti simboli del tipo (m,n;m,» ST iBis oo D Qo Gl i)
sono uguali a zero e sono zero solo in tali casi, onde si pud dire che tali
limiti sono assegnati implicitamente; inoltre segue subito quali proprieta
diventano di conseguenza illusorie. Cosi p. es. se le 7; nulle sono pitt di ¢
e se nel tempo stesso le 6, nulle sono pure pit di ¢, allora

(,//‘/z:,u,a';i;o,y,,...,)7,,7;60.#1,,..,/;(,)C

¢ nullo, e la @W, (1;2), se esiste, non passa per Z* e la QWW, (A;4),
ossia la T)_.., (¢;c), non esiste (essendo una varieta di ordine 7Z610).

() E facilissimo poi serivere le analoghe relazioni simboliche per la T)—ciq (c;%)
considerando la Cy invece della L.
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Le proprietd precedenti si estendono pure al caso di una matrice ||A|l
generica, dove le ipersuperficie o =0 sono dotate di un numero finito
(conveniente) di punti singolari del tipo Z*; invece dei punti singolari Z*
si potrebbero pensare anche_spazi lineari singolari. Occorrerd perd tener
conto di alcune disuguaglianze, molto ovvie, affinché tali punti, o spazi
lineari, singolari possano esistere e affinché le varietd considerate non dege-
nerino spezzandosi in altre.

4. Le variela generate da sistemi lineari proiettivi di forme. —

Varieta Iacobiane.

Anzitutto secondo la nota relativa alla 3% proprieta del simbolo V"
(cfr. § 1) nei seguenti enunciati si userd la parola ¢persuperficie invece di
forma.

Tenendo conto solo, per esser brevi, delle principali proprieti enunciate
nel teorema 1II del § precedente mediante semplici interpretazioni geome-
triche si deduce:

TrorEMA IV. — Siano Ao, Ay, ..., An, m— 1sistemi linear: gene-
rici proiettivi d’'ipersuperficie dello spazio fondamentale [d] dei rispettive
0rding PosPiy-- P € della stessa dimensione n. Per fissare le idee il
sistema A; (i=0,1,..., m) sia individuato dalle ipersuperficie 15 Wi oo
P, linearmente indipendenti e lo proiettivita tra i dati sistem? lineari sia
definita col porre omologhe le ipersuperficie Tl s (=00 1 cniidl
Lipersuperficie Fu sia poi dotata della molteplicita n; - i (essendo i, 0k
nwmers inleri posilivi in parte anche nulli) (1) nel punto generico Z*, e st
chiami B il cono di ordine mi - Ok, luogo delle tangenti in Z* all’iper-
superficie Fix. Quando ¢ ¢=0,1,..., min (m ,n), le varieta omologhe
di dimensione d —n—-c—1 (cioe le varietd sostegni dei sistemi linear:
d’ipersuperficie di dimensione n— ¢ appartenenti ai sistemi linears (pit
ampi) Ao, Ay,-..,An ¢ corrispondenti mella data proiellivita) generano
wna varieta, @, di dimensione d— (m—c—+1)(—¢ 1) e di or-
dine (m,m;5¢,¢;5P0,P1y-+>Pms3 0,0,...,0),, varieta luogo dei punti

i
[(/1 (_nz;)l—v Ez)n__—}—ln_—OZ—*X——l}—) !1) !jlupl (essendo 2 =min (m , n)) della Px. Lo
@, ha in generale nel punto Z* la molteplicita (M %3¢, C5M0 s Yoy -+ Mo
0o, 61,y r  On)c € la varieta @F luogo delle tangenti in Z* alla @, ¢ la varield
di dimensione d— (m—ec-+1)(w—c—+1) ¢ di ordine (m,n;c,C;
~ 1 “upli
o s Nuyeees Ty 00, 011 ey 0,)., luogo dei punti [%_ﬁm_—;i%]

(1) Anche qui non si @ assegnato esplicitaments il massimo numero delle 7;, o delle

Ox, uguali a zero per le stesse ragioni esposte nell'osservazioni relative al teorcma IIT

del § precedente.
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della ®:° | varietu luogo delle tangenti in Z* alla @ ; onde la relazione
di reciprocita, per le notazioni del § precedente, si pud scrivere simbo-
licamente cos): QWD) — PR, .

Se poi si suppongono nulle tutte le 6y, ed ¢ nulla nessuna delle 1
essendo il punto Z* generico, é lecito ammettere che il gruppo delle
(m—-1) (1) ipersuperficie By, sia stato scelto in modo, che BY) ,EY,..., B
siano n -1 ipersuperficie linearmente indipendenti di un sistemo lineare
A® di dimensione n e.che siano alla lor volta proiettivi i sistemi
AR VAP L AR, essendo la proiettivita definita col porre omologhe le
R R RO (=05 n); onde la @F si puod pensare come
la varieta generata dalle varieta omologhe di dimensione d—n—-¢ —1
appartenenti i sistems lineari prodettivi AFY, AP, ..., AR (V).
sono nulle tutte le n; ed ¢ nulla nessuna delle 0y, essendo
il punto Z* generico, ¢ lecito ammettere che il gruppo delle (m 1) (n 1)
ipersuperficie By sia stato scelto in modo, che EG), FR ... BN siano
m =1 ipersuperficie linearmente indipendenti di un sistema lineare B di
» B,
essendo la proiettivita. definita col porre omologhe le FF  FY, ..., FH
((=0,1,...,m); onde la @ si pud pensare allora come la variela
generata dalle varieta omologhe di dimensione d — m—+c—1 apparte-

Se inve

dimensione m , ¢ che siano alla lor volta proiettivi i sistemi BP, B{",

nenti ai sistemi lineari proiettivi B, B{", ... B{P.

Se d’altra parte po=p, = ...= pn, allora risulte subito che la @,
¢ suscettibile di uw'altra generazione proiettiva, cioé ¢ il luogo gemeralo
dalle varieta omologhe di dimensione d—m—-c— 1, appartenenti ai
sestemi lineari proiettivi By, By, ..., B,, essendo By il sistema lineare
individuato dalle Fop . Fag, ..., Fu ed essendo la proiettivita definita col
porre omologhe le i, Fiyeoo B (=0,1,..., m). Se le n sono
nulle e le 6y sono tutte uguali tra loro, allora anche per la ®@F esiste
un’analoga doppia generazione proietltiva.

Dai risultati ora esposti si trae (vispetto alle cosidette varieta Iaco-
biane).

TeorEMA V. — Siano Fo, T\, ..., F, m—1 ipersuperficie dello
spazio fondamentale [d] dei rispettivi ordini po -1, pr 1, ..., pn—+1,
passanti per un punto Z* colle rispettive molteplicita no -1 ,m —1,...,
m—=1, e inoltre FY (1=0,1,...,m) sia Uipersuperficie luogo delle
tangenti in Z* alla ¥y, allora il lwogo dei punti per cui gli iperpiani
polari rispetto alle Fo,Fy,..., B, taglino un dato spazio [n] secondo

(') Essendo nulle tutte le 6z, nel caso particolare ¢ =4 =m l'ordine della &S si
trova in P. Lorenzola, Sul luogo di un punto base comune a k-1 sistemi lineari di
forme di dimensione h~-1 corrispondenti in altrettanti sistemi lineari omografici di
specie k--h--1, Rend. Ist. Lombardo (2), 36, 4, 1903.

|
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un [r], quando r = n— i dove A= min (m, 7)), é la varietd Jo—n+ry
di dimensione d — (r - 1) (m— w7 1) e di ordine (d+m—mn,d;
d—r,d—r; po,p,,...,pm.O,...,0;0,0,...,0)¢.,, ossia (1) di or-
dine (m,nw;n—7r,m—"73P0,PrseeesPm30,0,.0.50) . I sy
si suol chiamare la (A — n -7 - 1)*" varietd Jacobiana delle ¥y, Fy, ...,
Ty Frery ooy Pavmen, avendo indicato con Emirye--sFarmn,d—n
iperpiani (Linearmente indipendents) individuanti il dato spazio [n]. La
P = ! upli

J onarany @ 20 luogo det punti [(r = —(ii ;i)_!’?m —|f,j_—1)2), 1 ::l della
Jy luogo dei punti per cui gli iperpiani polari rispetlo alle ¥y, 10 oo S
taglino il dato spazio [n] secondo un [n— A].

Se il punto Z* ¢ un punto generico e quindi non giacente mnel dalo
spazio [n], allora la J g—prery ammette in esso una moltepliciti (d—+-m— n,d;
A= = e R OB OR 0PSRN 0) s = Mok sTa S (s

RS ls  00 5 D W & o e W) A s delle

OA—n+r+1)

tangenti in Z* alla J gnirery ¢ di dimensione d—(r—-1) (m —n—+7r--1)
e di ordine (m,m;n—7",B— 13570, Muyevs 3 0,0,.0.,0) . Tale
varieta I, @ la (A—n— 7 1)™* variets Jacobiana della B,

F®, ..., B Frer sy Pasmn ed é quindi anche ¢l luogo dei punti

n—7r,n

e ety 9 ! upli ) L

[(r 7 _(;_;I)_,m(m o _z'— 1)2} ! della IP. Si ha poi simbolicamente:
T . n— ak .

I ey =BT, =P8R\, purché alla ¢ di ® si atiribuisca ilvalore n—r.

Se invece il punto Z* ¢ un punto generico dello spazio [n], allora la
J oenarsry ammette in esso la molteplicite (d+m—mn,dyd—r,d—r;
T e 00080 U 0o s OF Il s O s ooy Oy @551 (@00 §R—230=17 5

Db Tl OSSN 0)a s e M Hond el dellanJis luogo delle

O\=n+r+1)
tangenti in Z* alla Jo—pirery Sara quindi uguale a (m,n ; n—7r,n—7;
e T L 0L 0) S (B) SR ) poi non ¢ la (A—n 7 1)sme

O—n+r+1)

varieta Jacobiana delle P , B, ..., F®  Fpory .- Faomn, €ce.

(*) Qui si applica pilt volte la proprieta: La funzione (m,72;¢,¢5p0,P1y evsPms
Qo s Grye-vrqn)c, Quandot o <c= min (m,n), pm=qn=0, & identicamente ugnale a(m — 1,
n—1;c—1,6—1;5P0,P1s nesPm—i;qor 1y -, fn—a)e—1-

Per brevita si omette la dimostrazione; del resto & facile trovarla, quando si pensi
che la funzione (7 ,7;¢,¢;P0,Pry-+sPmiQos@us---sqn)e Si pud serivere sotto forma
d’un conveniente determinante di ordine (m -+ — 2¢), tenendo conto della 1* proposizione
del § 7 della mia citata Memoria.

Nel seguito del presente Liavoro non si accennerd in quali luoghi occorra tener conto
di questa proprietd della funzione (m,7;c,¢;5p0,PiyevsPmiqo,qry-- -,y Qn)e-

(2) Questi risultati sulle varieta Jacobiane nel caso particolare 4 =m —=n — r costi-
tuiscono un teorema della citata Nota del Lorenzola.

Renprcontr. 1905, Vol. XIV, 2° Sem. 84
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Osservasioni. — Per chiarir meglio aleune delle precedenti asserzioni
bisogna ricorrere all’ interpretazione analitica. Essendo % , %1 ,...,4 lo
coordinate omogenee di punto nello spazio fondamentale [d] e indicando
pure con ;=0 (/=0,1,...,d ~+ in—n) I'equazione della F;, allora
12 Jo_nirssy © rappresentata analiticamente coll'annullare tutti i minori di
ordine d — 7 -1 contenuti nella matrice di d-Fm—n~1 linee e di
Al
j—" (G=0,1,...,d+m—n;k=0,1,...,d).

Lk

d -1 colonne H

Indicando pure, per semplicitd, con 2, 2, - . -, & le coordinate del punto
Z* e pensando le 7, , 71, . -, /a Come coordinate omogenee corventi di punto,
allora, se si da il primo caso, ossia se Z* & un punto generico (e quindi

non giacente nello spazio [#]), la J¢” e rappresentata analiticamente

(OA=n+r+1)

coll'annullare tutti i minori di ordine ¢ — 7 -1 contenuti nella matrice

| 2 O
Wz 04
Iv"“’ g

, dove col simbolo si & indicata la matrice

)

2 vE|

R
~ VB
Dzv

ossia (1) —vfr"‘“"F‘. =0,1,....d+m—n ; k=0,1,...,d),

quando perd si fa la convenzione di porre 7us1r = Nmse ="+ .= Ngemn=0.

Non vi & aleun dubbio che la J3F. ... sia la (A —n - 1)sme

variety Jacobiana delle FV F{M ..., F®D Fpiry .., Foemn, perché vale:
2 W32) 1

— e i i+l —_— _1_ 'nvl
W i (e 1)1 ol = 7! [An] W Ao Fi=

Se invece si dd il 2° caso, cioe Z* & un punto generico del dato spazio
[#], é lecito supporre che una delle s, ,4,...,2; (coordinate di Z*) p. es.

i AT s G e O AT o T N
la z; per fissare le idee sia diversa da zero, e allora la J” & rappre-
sentata analiticamente (nelle coordinate correnti g, y:,...,7s) coll'annul-

lare tutti i minori di ordine ¢ — 71 contenuti nella matrice

2
2 P, VF
NV‘,VFH,

dove col simbolo

si e indicata la matrice ottenuta dalla

P
= vF‘vF‘

2 (R
vaw. L fbcas

2 5 : 25
H? VF”, quando in luogo degli elementi Slv_'”‘“‘ F,
4 Za Mo i

(*) Evidentemente V;"’
vono porre in luogo delle z,z;,

i ate eseoui , T AN IS :
siano state eseguite le due operazioni, V{’ 257 (in quest’ordine), pensando le z, , 21 , ...
i Jd&n 4 i

2a,YosYss .-, Ya come 2d -2 variabili indipendenti.
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Wiz Py W armn 5 g .
g R,  Lomel et gppartenenti all'ultima colonna, si pon-
i REL) %a

gano rispettivamente V2 F, , V&2 i,y .. ., e W ey O Quindi

Ny+1 y+1

1) come si & sopra asserito, non &la (4 — -7 1) va-

(h=—n+r+1)
vieta Jacobiana delle F®, B, ..., P9 Foueryo ooy Farmn, perche, chia-
mando (sempre nell ipotesi che Z* sia un punto generico del dato spazio [7])

Ji

O—n+1r+1)

coll’annullare tutti i minori di ordine d — 71 contenuti nella matrice

la variety rappresentata (nelle coordinate correnti yo, 71y -, ¥a)

) ’ . . £ . . o
~ A4 ¢ una variets di dimensione d—
[

— 7(m—n - »—1), osservando che la J| si pud definire anche la
|

Y Ov=n+r+1)

“ risulta che la

h=n+1+1)
varietd rappresentata coll'annullare tutti i minori di ordine ¢ — -1 con-
tenuti nella matrice di & -~ — 2~ 1 linee e di d colonne ottenuta dalla

VE ' togliendo gli elementi dell'ultima colonna.

Fisica. — Sulleffetto fotoeletirico del Selenio. Nota del dott.
OamiLLo CARPINI, presenfata dal Corrispondente SELLA.

1. Molti sperimentatori hanno ricercato 'influenza della temperatura sulla
resistenza del Selenio, sia all'oscuro, sia esposto alla luce. Cosi 1'Hittorf (%)
notava che la resistenza del Selemio va continuamente diminuendo col cre-
scere della temperatura fino a 210° oltre il quale punto aumentava brusca-
mente. Draper e Moss (3) dimostrarono che non sempre questa legge & veri-
ficata; che cioé esistono anche alcune varieta di Selenio in cui la resistenza
aumenta coll’aumentare della temperatura. Conclusioni analoghe trassero dalle
loro ricerche il Siemens (4), il Mercadier (?), il Bidwell (°), il Pochettino (7)

(1) Questa rappresentazione analitica della I8 i—ps1y S1 pud ottenere facilmente,
quando per mezzo di considerazioni aleebriche e analitiche si trasformino in determinanti

1'espressioni, che si ricavano applicando l'operazione Az & quei minori di ordine

|

d | 5 .
CVF“' che contengono elementi dell ultima co-

d — -1 appartenenti alla matrice ‘

d o

i |

(2) Pogg. Ann., t. LXXXIV, pag. 214.
Nature, 1875,

lonna di questa matrice

(8) Proc. roy. irish. Ac., 18

(*) Pogg. Ann., 159, 117, 1876.
(5) Journal de Physique, 1904.
(
(

6) Phil. Mag., 31, 251, 1891.

7) Rend. Acc. Lincei, 1° sem. 1902, pag. 286.




