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Mettons dans (24) # =1, il résulte la fraction continue de M. J. Tan-
nery, tandis que I'hypothése » =0 nous conduira 2 celle que Laguerre a
déduite pour le logarithme-intégral. Remarquons encore que I'hypothesd
v = donnera immédiatement la fraction continue pour la fonction L(z)
mentionnée par Laguerre.

Posons ensuite

) 1 , - 1 ,
(25) z" J2n (_) =P (Jb’) ' " f?n (W) = l/J n ([C) )

&

il résulte cette valeur limite

(26) lim =

tandis que la formule (20) donnera ces deux autres

Pu(z)= (2422 —)¢us(2) — (n—1) (n — V) @'nes (2)
W (@) = (2~ 22 — ) Wit (&) — (1 — 1) (15— v) Whos (a),

d'ou cette autre fraction continue

/ e
(G0 2

Wbl = i
i 1-(2—)z
a7) ¢ il = B—»
(27) ,:_--|~2—~v—2 (3—w) -
o o7 & SR RS

46—y —.-.

qui semble étre nouvelle.

Il est évident que la fraction continue (27), convergente pour » réel
et @ positif, nous permet de déduire immédiatement des fractions continues
pour les deux fonctions L(z) et /i(e~%), analogues a celle de Laguerre.

Meccanica. — Sulla deformazione di un ellissoide elastico.
Nota di Tommaso Boceio, preseatata dal Corrispondente €. Somi-
GLIANA.

In questa Nota espongo un procedimento assai semplice per determinare,
nel campo racchiuso da un ellissoide, tre funzioni che verificano un certo
sistema di tre equazioni indefinite di secondo ordine, e di tre equazioni ai
limiti di primo ordine.

Come casi particolari si ottiene I integrazione delle equazioni dell’equi-
librio di un ellissoide elastico, soggetto a tensioni date, agenti sul contorno,
nel caso in cui le componenti delle tensioni siano il prodotto di polinomi
di un grado qualunque, per la distanza del centro dell'ellissoide dal piano
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tangente; ovvero 1'integrazione delle equazioni di un ellissoide elastico, sog-
getto a riscaldamento, supponendo che il riscaldamento sia rappresentato da
un polinomio.
1. Consideriamo il campo S racchiuso dall’ellissoide o di equazione:

A
(1) a2+b2+02—1_0'
o denotiamo con P la distanza del centro di o dal piano tangente in un
punto qualunque (z , ¥ , 2) di o, con 7z la normale a o diretta all’ interno di S.
Indichiamo poi, per hrevita, genericamente con A, un’operazione diffe-
renziale lineare, omogenea. di 2° ordine, della forma:
a? a? d? d? d?
J = lyrs 5 o b TS S i:‘ T T 08/ T B i
s e g dy? i d 2> + S da dy + s Tods T dy da

E)

OVe sy brs. - . lps SODO coefficienti costanti conosciuti, e con D, un’espres-
sione lineare, omogenea di 1° ordine della forma:

dé , d& o (015 dn dn g dn
D‘/\s——a/\ _l_ rstlj"i_ rsdg—l—/rs _i_'p,mdl_l_fr d”_l—

@, ,df AL
+ dx + Trs dy T g

in eul o, @k, . .-, ¥ sono coefficienti costanti dati e &,%,¢ funzioni in-
cognite.

Cid posto, cerchiamo tre funzioni &, ,{, regolari in S, che verifichino
in S le equazioni indefinite:

4’11§+4127]+413§=0
(2) 2421$+422U+423§=0
431§+43217+4’33§=0»

e nei punti di o le equazioni ai limibi:

1 dz

‘,x+Dm /4Dy =P
da dz

() D*‘J+D°2d)z+D"%T tr
d dz

Dgl ” + Dy ”+D[— HAP,

ove F,G,H sono funzioni regolari date.

Supporremo ancora che le costanti @, ...ylnsy ooy @rsy . , Yre Siano
tali che i sistemi (2), (3) non ammettano pit di una soluzione, ciog, in
altri termini, che se le funzioni F ,G,H sono nulle in ogni punto di @,
le funzioni &,7, ¢ siano identicamente nulle in ogni punto di S.
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E noto intanto che i coseni degli angoli che la normale interna all'el-
ligsoide fa cogli assi coordinati sono dati da:

dz z dy U P dz 4 p
(4) dn @ VAT B Y dn cha

percio dalle (3) si ha:

' z Y 2
Dlla-z _}—le b2 ,2——F
Duﬁ;‘—!—Dzz ?/3 i:—G
a’ b

Dy =+ Da -+ Doy 5 — —H.

\
Queste equazioni sussistono nei punti di ¢, per conseguenza, nel campo S,
sl pud porre:

D“(/'__I—DU /~3+D137;~.": o> bu I—-——1>;(¢Z‘,]/,g)
(5) { a1+ Das o D ,.3=—Gr+(,,~ ot —1) u@n)

D31%+ s~]>+D33 z':—H—L( ——1>-v(zc,y,5),

n~
essendo 4, @, » tre funzioni regolari mei punti di S.

2. Supponendo ora che ¥, G, H siano polinomi di grado m, ciod siano
esprimibili mediante le formole:

n

T o

et
0
m
(6) Er= }_/N B,s,c 27 %" (r+s—+t<m)
0

m
le A,B, C essendo coefficienti costanti dati, & facile dimostrare che anche
le funzioni &, ,¢ saranno polinomi di grado 2.
Infatti esprimiamo &,m,& colle formole:

7

dEats L
= l_r,s,t st 27 Y° &
0

mn

), V= »\‘,.,S‘, Orys,e 275 3 (r+s+t=m)
: m
== \T"’S" Crysa 2" Y 21,
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ove a,b,c sono coefficienti costanti da determinarsi, ed assumiamo Ay,
che saranno in conseguenza polinomi di grado m — 2, sotto la forma:

E)

m—2
— 1 )8 pt
4 Zr,s,é Gyt L' Y&

m—2
w= YW Bacn it gP (r+s+t=m—2)

0

m—2

) — 70,8 ot
V=D i Trs YR
0

le «,p,y indicando altri coefficienti da determinarsi.

Sostituendo i valori precedenti melle (2), (5) si hanno tre equazioni di
grado e, e tre equazioni di grado 7z — 2 nelle variabili «, 7, 2; percid iden-
tificando nei due membri di ognuna di esse i coefficienti dei termini simili
si hanno complessivamente :

N:S(mg—g)—i—?)(mg—l)

equazioni lineari fra 1 coefficienti s, ...y sty oo 5 Yinsys Che i tutto sono
evidentemente pure in numero di N.

Abbiamo dunque un sistema > di N equazioni lineari con N incognite :
queste equazioni saranno poi compatibili, ciog il determinante dei loro coef-
ficienti sard certamente diverso da zero; poiché, mel caso contrario, attri-
buendo alle costanti A , B, C il valore zero (ossia, a tenore delle (6), rite-
nendo nulle le funzioni ', G, H) le equazioni di > diventerebbero omogenee,
e allora sarebbero soddisfatte da valori non tutti nulli delle incognite, e
percio esisterebbero tre funzioni £,7,¢, non nulle in S, e che verifiche-
rebbero le (2), (8) nel caso in cui F=G=H=0: e cid contraddice al-
I’ ipotesi fatta mel § 1 circa i sistemi (2), (3)

Dal sistema z potremo dunque ricavare le incognite &isi, .- -, ¥rses
o in tal modo risulteranno note, mediante le (7), le funzioni &,% ,¢ che
risolvono la questione proposta.

Tl chiaro che il precedente metodo d'integrazione pud applicarsi al caso
di quante si vogliano variabili, e anche nell ipotesi che l'equazione dell'el-
lissoide, anziche sotto la forma (1), sia data sotto la forma piu generale.

3. Supponiamo ora che lo spazio S sia occupato da un corpo elastico
isotropo, sul contorno del quale agiscano delle tensioni, le cui componenti

siano date da:
SRR GRS HE AR

ove ', G, H sono polinomi noti di erado .
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Indicando con &,7,{ le componenti dello spostamento di un punto
qualunque di S, dovranno essere soddisfatte in S le equazioni indefinite:

/J e 1 r/H
S SR C/l, 7 d? d? d?
1 10 Lo dz? dy* T
¢ L L
3 A,
(8) il‘f“ — =0 0_£+ﬂ+ it
Apa Al a6 o dz dy dz
o(, 3
1— Zx dz
e sopra ¢ le equazioni ai limifi:
‘ 2u as\ de dyg , d&\ dy
e (] = = =\ =L
(1 — 2x 2 (Lfo') dn i (cl;c I dy) dn i
a2 2(1
+ Z+czx>7g= (I;F")r P
e 2
( de ' dy) dn 1 — 2% dy) dn
U dyds 204
s + de /i 5 ool

A eE ) dz ag (h]) dy
(z/z dz) dn (d/ dn
22

+(r3;”

ek

dt\dz _ 2(1+4 =)
(l:) A E HAT,

ove x, I sono costanti.
Dalle (8), (9) si deduce facilmente, com’'é noto, che debhono essere !
soddisfatte le equazioni, che esprimono del resto condizioni d’equilibrio: ‘

s f FP do =fGP do :fHP do— 0, l
|

(10) |
f [P — 26) Pas — f(zF—xH)Pda_ i (66 — yH) Pdo = 0.
\ <G

Poiché le (8), (9) sono un caso particolare delle (2), (8) ed & inoltre sod-

disfatta la condizione della unicitd della soluzione, si conclude che per de-

terminave le funzioni &, %, basterd applicare il procedimento esposto nei

paragrafi precedenti ('), e cosi si avra la deformazione dell'ellissoide consi-

derato (?).

(*) Le funzioni &,7,¢ risultano notoriamente determinate a meno di se: costanti,
le quali corrispondono ad una traslazione e ad una rotazione del corpo, e poiche pure
ses sono le equazioni (10), si conclude che nel sistema di equazioni lineari, corrispondente
al sistema =, potremo omettere sei equazioni.

(%) Dal risultato ora stabilito appare 1'utilith — mi dice il prof. Somigliana — di
indagare se, e sotto quali condizioni, sia possibile rappresentare delle tensioni, date arbi- \
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La deformazione di un ellissoide mel caso in cui sul contorno si cono- !
scono gli spostamenti, che siano espressi da polinomi, trovasi determinata \
in una mia Nota precedente (*); nel caso di un ellissoide di rotazione, e i
per spostamenti qualunque, la deformazione & stata determinata dal profes- \
sore Tedone (?). | |

4. Supponiamo ora che il solido elastico isotropo S venga deformato
per effetto del calore, e che inizialmente esso sia soggetto in ogni punto
alla stessa temperatura.

Considerando allora un punto qualunque (2,7 ,2) di S e chiamando
u,v,w le componenti dello spostamento di esso e @ il riscaldamento a
cui, in quel punto, si assoggetta il solido, dovranno essere soddisfatte, nei
punti di S, le equazioni indefinite (*): {

d ,d(D |
Ay~ (14 20) 7’ e
cl7) , ao dw | dv | dw )
i gt )(l/ dy ( dx_l—clz/ dz |
: 'rT
4:,10-1-(1+z)‘“ b ‘fl‘:’,

ove x,x sono costanti che dipendono dalla natura del solido.
Sulla superficie o devono poi essere verificate le equazioni ai limiti:

auw\ dz dw | dv\ dy du dw)
(1) i dx) dan i < I cla:) 25 (cl; e dn

dy dn dz
dv | du\dz | [, | dv\dy do dw) dz
) (d.c_*—d/) d/z+ (]? _I_zdy) dw+(1é* i dy dn

dw , du duw dv\ dy 2 dw\ dz W
=Z 2 — ) — = 8

<d¢, +d»>d/z+(dd/ +d¢)d/z -l—(p i a;)lm g il
I

P =2xp — x'@. i

|
trariamente sul contorno dell’ellissoide, nella forma di somme di polinomi moltiplicati ]
per il fattore P. |

(1) Boggio, Sopra alcune funzioni armoniche o biarmoniche, ecc. (Atti del R. Isti-
tuto Veneto, t. LX, parte 2%, a. 1901).

(*) Tedone, Sul problema dell'equilibrio elastico di wun ellissoide di rotazione
(Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XIV, 1° sem. 1905).

(?) Cfr. Borchardt, Gesammelte Werke, pag, 250 (Berlin, a. 1888), ovvero: Cesaro,
Introduzione alla teoria muatematica della Elasticita, cap. XV (Torino, a. 1894).
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Conviene ridurre le (11) a forma omogenea. Poniamo percid:

s
(13) v:n—F%
g

ove &,7,¢,F sono funzioni da determinarsi; le (11) diventano allora:

do A
4,5+ (1 +-2x);,7=%[x<b—2(1 |- ) £, F]
a6 d

’427]—'-(1—1—2")@—@[ @ —2(1+x) 4,F]

11
24 SN o) a9 %[X'w—z(l %) 4,F],

e se poi si determina la F in modo che sia verificata 1'equazione:

(14) sz:Z(l——f—x)q)

e sia regolare in S, le (11') si ridurranno alla forma omogenea,:
6
\ A &-y-(l-f-zx)‘l
(15) 2

BEseguendo la sostituzione (13) le (12) diventano:

dz aé d?;) ay ds | dt\ dz
(2“0 i zzd) T (a;, T <fz~ + czdj) an =

7 dz a*F dz a*F dy a*F dz
— (Gl =Dy, M ol T . -
G e ) ((Z:c9 an T dedy dn " dz dz rln)

od ancora, ricordando la (14) o le (4):

g(z0+2(/uc>d‘b_l—(d‘/_f—d'])(//z_l_(a_’—gj);zft
L dﬁdy;‘{_ll—z d?F g:,P

dz dz c*

(16)

(‘ =[<2575_1_’;‘_’4 )
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Supponendo ora che il riscaldamento @ sia un polinomio dato di grado 7,
potremo determinare un polinomio F, di grado 7 -2, che verifichi la (14) (1), |
e allora nelle (16) le espressioni entro le parentesi quadre risultano polinomi !
di grado m - 1, percio la ricerca delle funzioni &,#,¢, che saranno pure
polinomi di- grado 7 -1, si pud fare col procedimento adoperato per i si-
stemi (8), (9).

5. Come & gid stato detto, le considerazioni dei §§ 1, 2 valgono per
un numero qualunque di variabili: in particolare, per 2 variabili, permet-
tono di determinare la deformazione di una piastra elastica, isotropa, piana,
infinitamente sottile, non soggetta a forze di massa, e il cui contorno sia
sollecitato da tensioni date, agenti mel piano della piastra, supponendo che
le componenti di dette tensioni siano eguali al prodotto di un polinomio, di
un grado qualunque 7z, per la distanza del centro dell'ellisse dalla tangente
nel punto considerato. :

Questa questione pud perd esser trattata, togliendo anche la restrizione ‘
ora posta circa le componenti della tensione, con un altro procedimento: {
infatti essa equivale (%) a quella di costruire la funzione biarmonica U nel-
l’arvea considerata, conoscendo sul suo contorno i valori della U e della sua
derivata normale. B poiché la determinazione della funzione U, nel caso |
dell'ellisse, si sa fare (3), si conclude che si sapra anche determinare la defor-
mazione della piastra ellittica.

Fisica. — Sulla radioattivite dei fanghi termali depositati
dalle acque deqgli Stabilimenti dei Bogni di Lucea (Toscana) (). Nota
del dott. @. MacRr, presentata dal Corrispondente A. BATTELLI.

In questa Comunicazione riporto i risultati ottenuti dallo studio della
radioattivitd dei fanghi e delle acque termali dei Bagni di Lucca. Lo studio
fu gid cominciato sul luogo, ove mi recai per incarico del prof. TUhaldo ‘i.
Antony. Al prof. Antony vadano quindi i miei ringraziamenti; cosi pure -
vadano al cav. dott. Adriano Bastiani per aver messo a mia disposizione il
locale ed il materiale di studio. Degli stabilimenti da me visitati ricordo:

(*) Di questi polinomi ne esistono infiniti; si pud ad esempio assumere quello che
si annulla su o e che si pud ottenere facilmente come & mostrato nella mia Nota del- |}
1'Istituto Veneto gia citata. i

(®) Boggio, Sulla deformazione delle piastre elastiche cilindriche di grossezza qua- |
lunque (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XIII, 20 sem. (1904); Lauri-
cella, Sulle equazioni della deformazione delle piastre elastiche cilindriche (1d., vol, XMV |
1° sem. 1905).

(®) Boggio, Integrazione dellequazione Ay ds=0 in un'area ellittica (Atti del
R. Istituto Veneto, t. LX, parte 2%, a. 1901). |

(3) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica della R. Universita di Pisa. -

Renprcontr. 1906, Vol. XV, 1° Sem. 15




