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Matematica. — Sopra una ricerca di limite. Nota di ETToRE
BorToLoTTI, presentata dal Corrispondente E. CEsiro.

Il teorema:
i G0 e be o e o Oy g B i = g
n=w []1 + b2 + _]l'" bn n=m» n 2

dal quale, direttamente od indirettamente, hanno preso origine molte ricerche
del Cesaro sulla dritmetica assintotica ('), e quelle del Borel sulle Serie
sommabili; & dimostrato solo nel caso in cui la variabile positiva &, vada
allo zero sempre decrescendo, e la somma &, - b, -} - - b, cresca oltre
ogni limite (7).

Questo e infatti il caso che piui naturalmente si presenta nella teoria
delle serie a termini positivi; ma il teorema medesimo si presta a molte
altre importanti applicazioni, per le quali occorre che le &, sieno assogget-
tate a condizioni piu larghe.

In particolare, ho dovuto applicarlo allo studio della frequenza di in-
siems lineard, ed a quello generale della convergenza di algoritmi infinits;
in casi in cui le &, dovevano essere supposte infinite, ed in altri in cui la
somma &; -+ b, + - - b,, era infinitesima per n= .

Ho visto, che pur conservando per la variabile a, la massima genera-
lita di definizione, il teorema é valido anche in cotesti casi, quando si am-

metta che la variabile monotona

:B“ = Z’l + 172 + + [/“ s
abbia ordine finito di infinito o di infinitesimo; ma che non e piu valido,
senza che per le g, si introducano speciali ipotesi, per variabili B, cre-
scenti pit rapidamente di qualsiasi potenze positiva z%, o decrescenti pil
rapidamente di qualunque potenza negativa 7—*

1. Teorema 1°. Se, crescendo n all'infinito, la variabile b, si con-

serva monotona e la somma

(1) B,=0b + b+ -+ b,

(1) Rend. Acc. Se. fisiche e mat. di Napoli, 1893, pag. 187; Mathesis, 1893, pag. 241,

Atti Acc. Se. di Napoli, 1894, n. 11; Rend. Cire. Mat. di Palermo, tomo I, pp. 224-293.

(®) Vedasi p. es. Cesiro, Analisy algebrica, pag. 103.
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¢ infinita di ordine finito, si ha
(2) lith a b, + Qq by + B Sl @) + (443 + + An A
e byt by -+ b, St n

purche il secondo membro esista e sia finito (o nullo). L

Se la variabile B, ¢ infinita del primo ordine (secondo la cleﬁ/u:zong
di Cauchy) (1), il teorema ha luogo anche nella ipotesy che esista solo l
primo membro, purche si sappia che il valore assoluto del seco/zdo_ membro
ha massimo limite finito. (Questa condizione & in particolare soddisfatta se
il valore assoluto |a,| ha massimo limite finito).

Il teorema & noto per variabili 4, infinitesime; se la variabile mono-
tona 4, non & infinitesima, la somma

B,‘ = bl + bg —i— + bnv
¢ infinita del primo ordine almeno.
Se B, & infinita del primo ordine, dovremo avere ()
1

. JBN___ E
& gy i

se ha ordine finito, maggiore di 1, determineremo due numeri positivi &, ,
con la condizione:

i i dB”.l>
‘mln.llm—B—.nzl—}—e,

g o o
Pongasi :

(5) Gl S S S =l

(6) 6 = (b — b,),

(7) Co=cid-c, 4 - I Cn = 1bpry — (B ~+ b2+ - + b,) = 4B, — B
Avremo le identit -

@by =+ 2bs + @by = 4,8, 4 (20, — A1) be - - (nd,, — (2 — 1) Aus) b

:;'IL'}Z)I_I"[]?"}""' + ba 4= ge o = onf —
] “(}*lcn‘*‘lzcz“‘f—"'—Fl”C“)
da cui

albl+a21]2+"'+ Oy 4
by T

46 + - +ﬁ-‘l _ Aot de A Auon)

ST T e S

(*) Oeuvres, sér. 1I. t. IV,
a termes positifs; B, Bortolotti,
(2) Cfr. Bortolotti,
serie IIL, pag. 50; fez

E]

pag. 281. Vedi ancora: E. Borel, Legons sur les séries
Lezioni pel caleolo degli infinitesimi (Modena 1905).

Contributo allu teorig degli infiniti, Ann, di Mat. t. XI della
07 sul caleolo degli infinitesimi, P

ag. o0.
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Ora
¢id-Gs-fen  ndB.— By 4B, 1 ..

9) = :
3 /e S /) B, BE7

onde, ricordando la (3), si vede che, s¢ la B, ¢é infinite del primo ordine,

st ha

10 = O areen sl o
(10) I i stV

Poiché |4,| ha massimo limite finito, indicando questo con L, avremo:

max. lim |1, = L,

n—=um0
o Al & i
max. lim NGl An Gy S i e
I 7 R i 2

n—w

=

= )

onde ancora:

| llcl+22€2+"'+]’/)ca
max.lim |4, —
| el -G = = en

e, per la (10): "

. n }' 4 _f—"'_ll'_'}'ncn}
1 hmcl_tc?__’;“_"‘,{“_lfl___‘:O
( ) n=w b1+bz ‘l"""i‘bua cl+"'+cﬂ j

< 2L,

Dalla identity (8) ricaviamo dunque:

L by - a2 b = - 00w I
12 At = lim' 4, ;
(£ 4 st b e

n==

quando uno dei due membri esista.
Sia invece B, infinita di ordine superiore al s
Considerando che, in questa ipotesi, la &, non pud essere decrescente ;

vediamo che la
Cn— /Zu)u«a—l — Z}n)

& sempre positiva o nulla, la C, ¢ dunque monolona; mentre, dalla prima

delle (4), ricaviamo
C/l i fBu )

la quale ci assicura che la C. ¢ infinita. per n=— .

Supposto dunque che esista ¢l limite della veriabile %, , sl avia per

un noto teorema:
A Asos == = 4,¢ N
T e S A T T lim 4,,,

n=2x C1 + (43 + —}— Cn n=mx

ed in conseguenza, se 4, & finito o nullo,

) Ay Aoco = - = At
X2 w2 e i 2 T
hmal,, et )

n=x

o =
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Si ha poi, per le (4), (9),
i ﬁc’+cz+m+ﬁ=max lim(—dB":l—l)<N—l-
ma;lle\lm ’ bl + b? + + b)x n—=» B)z 7
Dunque rimane provato, che
N o T i a2 Ot cado o endn)
lim Arp— 5 |
n—x bl+b2++bni cl+ci+ +(’)l
e, dalla identitd (8) ricaviamo
. bh F ab. - a,b, — lim 2
S e o

purché il secondo membro esista, e sia finito (o nullo).

2. Teorema 2°. Se lo variabile Rn— aoby— a,b, — - — Anby, &
infinitesima, la variabile b, ¢ monotona, e la variabile = by— by — b
— - — by, ¢ infinitesima, di ordine non superiore a quello di qualunque

o Hiyass e
potenza positiva (_z) , di o ha
- .

o Uoby— b, — - — a,b, .o a,
lim=—"—= -1 "= %non_ 1 )
N=mn 1}0 = [)1 == [)2 900 — [}“ n—0 7
purché il secondo membro esista, e sia finito (o nullo).
Pongasi
g =12 , a4 a4 - + a, =ni,
(13) ( Co = [/0 y Cpn— /'Z(bu == Z)u+l)
( Yn=10Co— ¢y — Cop —:-- — Cp— ‘3,1 + T

Per la convergenza della serie 2 termini positivi monotoni =4,, sup-
posta dal nostro enunciato, si ha

lim 7b,,, =0;

N—=m

ed anche percid, dalle (13),

lim y, = 0.

n=w

o
La serie /\_ ¢n, converge dunque verso la somma ¢, .
n=l1

Si ha poi la identity,

toby — by — - — b, =

== ol Al (2 afa A e — (1], — (n— 1) Ay) b
= 'loco g 'llcl R )-202 e UOe— 72]'n //,u 1.
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Da cui
(14) aObo—all/l'—”'_anbnz
= '?'0 G '{l Ci ]'202 R T )-;;C,L + ;v/z(/?n . }’,:) .
Osserviamo anzitutto che
llm X/oco = l,cl = 4‘426’2 S jvlzcn = O)

N—=m=

ciog che le serie > Anc, converge verso la somma Coho.
1

In secondo luogo poi, dividendo per g,, abbiamo dalla (14):

ei
jf < aobo —albl S d:zb/z Yn ;1’000 _]’101—— _l”c” 2
| 15 =/, a0 — 4y
| e = = T a—a——a
‘ Poiché la variabile

Yhn=—2~0Co— C1— " — Cn,

al crescere indefinito di », tende allo zero, senza mai crescere; ed anche

la variabile

AoCo — Aoy — - — Gy
¢ infinitesima, avremo
A lc—lc_'“_lncl .
lim == Rl > —lim ¢,,
=0 Co==Ci =& Cn n—0

purché esista il secondo membro, ed anche percio:

Ty o Mloblet i S B
n=x Hy— Gh—= " — &) 5
Siccome poi
Bt ! b n 4G
Yn __ Pn NOper ROp+1 =T ons ny .
B B ¥ B __1+,3n o
n—+1

ed & noto che, se la variabile B, ha ordine finito di infinitesimo, si pud
determinare un numero L tale che
1
| 4(-)
AL, n i

A XL = 1

n=2 F‘)u

n
cosi rimane provato, che

o (bt —Aer — - —hiew 4

lim
n—=2 ,‘7,/;

Co 01T =100
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ed infine, per la (15),
Tl — Ol = 50— anb

lim % — lim 4 -
N="2 bo—‘b\'—‘"' _‘bu n==2 4

3. 1 risultamenti ottenuti si possono riassumere nell'enunciato seguente:

Teorema 3° Date due serie:
o0
Dl
e

delle quali la seconda é a termint POSILIVL, monotoni ; se al tendere di
all’infinito, esiste limite determinato e finito per la media:

I 0 zt_)
n(bl_l—bg_,r g b

dei rapporti dei prime 1 termini corrispondents ;
il rapporto

allo stesso limite tende

Uy —l"' Us + + Un
e

delle loro somme, quando la Sb, sia divergente; od il rapporto

Rn L Un-+1 + Un+2 +

By e buca b

U
B)l—

dei loro resti, se entrambe convergano ; purché la variabile By 107 diverg?
nel primo caso piy rapidamente di qualunque polenze positiva 1° della 1
o lo B, non sia, mel secondo caso, infinitesima di ordine Supertoré a

quello di qualunque potenza negativa La, della n.
0
irca la Tapi-

4. Le condizioni che in questo enunciato gi sono imposte, ©
sono es-

dita di crescenza della B,, o la rapiditd di evanescenza della fn
senziali.

Senza entrare qui in particolari minuti, che troveranno posto jniuna
Memoria di prossima pubblicazione negli Atti dell' Accademia di Seienze

lettere ed arti in Modena; mi basti osservare, che fatto

U U - , Ui
b—=07f=0,,2—tl=0 ur*l:l ur;z::l ’,_,l’/—':::l,
) ,
1 2 r br+1 br+2 ) br"'|‘.r,.
Up+L+1 Up+ L 12
gr L= lgr
br+t 11 7 (o ey AL
lgr
] it
Z_tr_ﬂ__o Urt+1 _1 Uye+o 1 % +E$lv
b’"i g [77 +1 7/112+2 ’ br *(lwr'rys
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dove si @ scritto brevemente
o7t b AT
levg (G i

Invece dei massimi interi contenuti in quelle espressioni; si ha

Uy

Ul
S e

.o L

5 . (1% oqn . 3 a r
Se poi si prende 4, = ¢"", @ positivo arbitrario, si trova che il rap-

e e e e T
by by 46, °

non cessa di oscillare fra 1 limiti 0. 1.

porto

Matematica. — Ricerche sulle funzioni derivate. Nota di
Beppo LgEvi, presentata dal Socio C. SEGRE.

Riprendo in questa Nota e nella successiva lo studio delle relazioni fia
il comportamento delle funzioni derivate e quello delle loro funzioni primi-
tive, di cui gia trattai in altra Nota (1) portante lo stesso titolo. E con nuove
argomentazioni mostrerd come i risultati gid ottenuti per le funzioni a fun-
zioni derivate limitate si estendano amcora a casi molto pitt generali.

1. Se una funzione continua W(x) ha in un intervallo a...b wun incre-
mento di valor assoluto K e se si sa che, tollo dall'intervallo a...b un
aggregato A di punti cui corrisponde un aggregato di valori di W(z) di
misura H <K (%), in tutti i punti residui, faita eccezione per quelli di
un aggregalo di misura nulla, la derivata superiore a destra della W(z) ¢
nulla, esistono in a..b infinits punti non appartenenti ad A ed in cui
almeno una derivata di W(z) é infinita (La proposizione rimane evidente-
mente vera se in luogo della derivata superiore a destra si considera uno
qualunque degli altri tre numeri derivati (3)).

(*) Vedi pag. 433.

(*) La dimostrazione si semplifica notevolmente nell’ipotesi della non esistenza dell’ag-
gregato A; il lettore potrd ottenere tal semplificazione considerando come nulli i segmenti
e aggregati di segmenti §,S,s;,0;, e nulli pure i numeri H, y e come non esistenti
quindi le considerazioni che a questi elementi si riferiscono.

(°) Il ragionamento si ripete per questi altri numeri derivati, per semplice analogia.
Draltronde una osservazione gia fatta nella Nota precedente (n. 3) permette di dedurre
le proposizioni analughe direttamente da quella del testo, senza riprendere il ragionamento.
Nel seguito le proposizioni analoghe a quelle enunciate, per le singole funzioni derivate,
saranno costantemente sottintese.

70

Renprcontr. 1906, Vol. XV. 1° Sem.




