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Matematica. — Ricerche sulle funzioni derivate. Nota di
Beppo LgEvi, presentata dal Socio C. SEGRE.

Riprendo in questa Nota e nella successiva lo studio delle relazioni fia
il comportamento delle funzioni derivate e quello delle loro funzioni primi-
tive, di cui gia trattai in altra Nota (1) portante lo stesso titolo. E con nuove
argomentazioni mostrerd come i risultati gid ottenuti per le funzioni a fun-
zioni derivate limitate si estendano amcora a casi molto pitt generali.

1. Se una funzione continua W(x) ha in un intervallo a...b wun incre-
mento di valor assoluto K e se si sa che, tollo dall'intervallo a...b un
aggregato A di punti cui corrisponde un aggregato di valori di W(z) di
misura H <K (%), in tutti i punti residui, faita eccezione per quelli di
un aggregalo di misura nulla, la derivata superiore a destra della W(z) ¢
nulla, esistono in a..b infinits punti non appartenenti ad A ed in cui
almeno una derivata di W(z) é infinita (La proposizione rimane evidente-
mente vera se in luogo della derivata superiore a destra si considera uno
qualunque degli altri tre numeri derivati (3)).

(*) Vedi pag. 433.

(*) La dimostrazione si semplifica notevolmente nell’ipotesi della non esistenza dell’ag-
gregato A; il lettore potrd ottenere tal semplificazione considerando come nulli i segmenti
e aggregati di segmenti §,S,s;,0;, e nulli pure i numeri H, y e come non esistenti
quindi le considerazioni che a questi elementi si riferiscono.

(°) Il ragionamento si ripete per questi altri numeri derivati, per semplice analogia.
Draltronde una osservazione gia fatta nella Nota precedente (n. 3) permette di dedurre
le proposizioni analughe direttamente da quella del testo, senza riprendere il ragionamento.
Nel seguito le proposizioni analoghe a quelle enunciate, per le singole funzioni derivate,
saranno costantemente sottintese.

70
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Si chiami B l'aggregato dei punti di ... &, non appartenenti ad A,
ed in cui si sa che la derivata superiore a destra di (z) ¢ nulla; C l'ag-
gregato di misura nulla di punti non appartenenti ad A in cui non sl conosce
la derivata di y(z), € l'aggregato dei valori di ¥(z) corrispondenti ai
punti di A.

Assegnato arbitrariamente un x> 0, si pud determinare un aggregato S
di segmenti di misura totale compresa fra H e H -y, contenente nel suo
interno €. Se &, & un punto di A, il valore corrispondente Y(a,) di Y(z)
sard interno a qualche segmento di S e, per la continuitd di y, si potia
determinare un intervallo contenente z, nel suo interno e tale che al punti

di esso corrispondano solo valori di w(z) interni a quel segmento di S. Per

tal modo si verrd a rinchiudere A dentro un aggregato S di segmenti al
cui punti corrispondono solo valori di ¥(z) interni ad &; e riunendo con-
venientemente in un unico pit segmenti di tale aggregato quando SO
pongano parzialmente, o totalmente, od abbiano un estremo comMuLE, si PO“"‘T
supporre che questo aggregato consti di una infinita numerabile di segmentl
non aventi punti comuni. Gli estremi dei segmenti di S appartengono 2 Be 2 Cj

Si supponga scomposto 1'intervallo @..4 in una somma qualsiasi di
segmenti - la somma degli incrementi di v nei segmenti di questo ;ggl‘e-
gato & in valore assoluto — K: ma l'aggregato dei valor iy COFI‘ISROD_
denti a punti di S ha misura < H - e tal misura @ d'altronde maggiore
o uguale al valore assoluto della somma degli incrementi di ¥ nei segmenti
di S od in qualsiasi aggregato di segmenti contenuto in S: dunque a.nche
il valore assoluto di questa somma & <" H - . Se quindi si sopprime I -
un aggregato di segmenti o, contenuti in S, e tali che « — o Sid ancor
un aggregato di segmenti, il valore assoluto della somma degli incrementl
di ¥ nei segmenti di 4 — ¢ &, qualunque sia o, >K —H—1-

In S potrd esser contenuta una parte di C; il ragionameuto che segue
mostrerd che questa parte mon pud estendersi a tutto C: in 0801 L
chiami C’ la parte di C esterna ad S, ammettendo, al bisogno ch’essa possa
esser nulla.

Si supponga ora fissata una numerazione dei segmenti di S, ed 1 seg-
menti cosi numerati si chiamino s, , s, , ...

Si rinchiuda allora ¢’ in un aggregato T, di segmenti non 2
loro punti comuni e aventi comuni con s, al pill estremi, e di misux

venti fra
a tOtalC

. : LY. » di cul

<7., ove 7; & un numero che si pud assegnare arbitrariamente © dlZ ]

¢l riserviamo di disporre. Vogliamo dimostrare che iz T, ¢ contenulo qUore
somma

segm.eizto tale che, detta &, lo sua lunghezza, il valore assolulo db‘l_l"/
degli incrementi di W(x) nei segmenti che si otlengono SOPPTV
osso un aggregato qualsiasi (che pud essere nullo) di segment’ B

ndo i
Wl

in S, sia sempre >(K—H—x—e)g.
Ui
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Consideriamo pereid 1'aggregato S -~ T, : qualora avvenisse ch'esso ri-
copra tutto 1'intervallo «... &, lo si pensi ridotto ad un aggregato semplice
di segmenti senza parti comuni e di cui sia parte laggregato T, ; si potrd
considerare questo come l'aggregato 4 delle linee precedenti. Se in questo
aggregato si pensano quindi soppressi i segmenti (contenuti in S) esterni ai
segmenti di T, ed un aggregato arbitrario o, di altri segmenti contenuti
in S, il valore assoluto della somma degli incrementi di v nei segmenti
di T, — o, & qualunque sia o, (eventualmente anche nulloj, > K —H —
(>0 perché H < K e quindi, per x sufficientemente piccolo, H -+ y < K).
Per unitd di linguaggio con quanto segue, potremo, a maggior ragione, asse-
rire che il valore assoluto di tal somma é > K — H — y —¢ e si potranno

4 . » - o r 5
chiamare, nella presente ipotesi, # i segmenti di T, e T, l'aggregato T,
medesimo.

Se invece ST, mon ricopre tutto 1'intervallo ..., si consideri
'ageregato U dei segmenti senza punti comuni che contiene tutti e soli i
punti di S--T,,, e si pensino numerati in un modo qualsiasi questi seg-
menti, e quindi i loro estremi destri. Ciascuno di questi estremi appartiene a B.

Assegnato arbitrariamente un e, ad ogni punto » di B si puo far cor-
rispondere un intervallo z ...z - & (%> 0) massimo tale che |¥/(z - &) —

= = k: il punto z - & non apparterra a B perche, qualora

— ) ==
vi appartenesse gli corrisponderebbe un %, > 0 tale che |¥(z A k) —
— Y+ h)| = [—)—_6—; hy e sarebbe |Y(z -+ -+ hh) — Y(z)|=|Y(z 4k

+ ) —w(z )| - Y(e+ b)) — Ylz)| = [ﬁ (2 %y): 1 intervallo

& ...+ h =k, dovrebbe quindi sostituirsi a z ..z -%. E quanto dire
che ciascun punto z -+ & & nferno a un segmento di U.

Cid posto sia z, il primo estremo destro di segmenti di U nella nume-
razione dianzi supposta, %, il corrispondente valore di %, secondo la prece-
dente definizione: si chiami /, il segmento &, ... , -~ %, se inoltre 1'estremo
2y = by @ interno ad un segmento a,..H, di Ty, (e, < a4k < B) si
ciiami 7, il segmento 2, -/, ... B1. Sia poi z, il primo estremo destro di
segmenti di U che nella supposta numerazione segue z, e che é esterno a

&y . &1 4k, (quindi anche esterno o estremo a 2, ... £,); sia /4. il massimo
&

valore di % per cui |y (zs -+ k) —Y(z:)| = S h e il segmento zs... 2o~ Ay

non ha punti comuni con 2, ..z, & (& certo zs > 0). Si chiami /, il
segmento s ... &» =+ ks €, se @ - ks & interno all'intervallo e. ... 8, di Ty,
si chiami ¢, il segmento @, A ... B.. Analoga operazione si ripeta per
1'estremo destro di segmenti di U, primo, nella supposta numerazione, fra
quelli esterni & &,...2, - Ay, @s... &3 - ko, chiedendo che il corrispondente
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segmento s ... Zs ~ hy =I5 non abbia punti comuni coi segmenti precedenti
o cosl via. Si chiami L 1'aggregato dei segmenti /] si chiamino poi segmenti
¢, oltre quelli or ora definiti, ancora tutti i segmenti di Ty, completamente
esterni ai segmenti / e si chiami T,, l'aggregato dei segmenti £. L'aggre-
gato S L T/, ricopre interamente a..0; si pud quindi ripetere per
esso Losservazione fatta poco fa, nell'ipotesi che STy, ricoprisse a...b
e considerarlo ciod come l'aggregato - del principio: si conclude che il va-
Jore assoluto della somma degli incrementi di ¥(x) nel segmenti / e in quelli
dell'aggregato L - T}, — o, ottenuto sopprimendo in L + T}, un aggregato
qualunque o, di segmenti contenuti in S & >K—H—y. Questo valore
assoluto mon pud che accrescersi se a qualcuno degli incrementi addendi si
sostituisce il suo valore assoluto; ora la somma dei valori assoluti degli
incrementi di w(z) nei segmenti [ &

S D Ui

poiché > ;<< b — a; quindi il valore assoluto della somma degli incrementi
di (z) nei segmenti di T;, — o, — e a piu forte ragione Ja somma dei
valori assoluti delle somme formate ciascuna con quelli di fall incrementi
che appartengono a segmenti di uno stesso 7 — e K —H— 2= OF
Sia ' la misura totale di Ty, (n' =m); fra 1 segmenti dovrd esservene
qualeuno tale che, detta &, la lunghezza dell’ intervallo, il valore assoluto
della somma degli incrementi di ¥(z) nei segmenti contenuti in esso ed
esterni a o, &, qualunque sia o, (%),

7o

S IR s e

/ I

|

S

Si chiami 7, un segmento per cui questo fatto si yerifichl.

Si pud ripetere sopra =z, il ragionamento ora fatto per il segmento & - //?
con poche modificazioni; si costruird ciod un aggregato di segmenti T, d1
misura totale 1, < ¢,, contenenti nel loro interno la parte di C' contenutz.t
in , e non aventi fra loro punti comuri, ed aventi al pitL estremi comunl
con s;, e, scegliendo il numero &, a far I ufficio di &, si concluderd esistere

1 iot 2 : S . cui questa
(1) Se ciog, per ciascun segmento ¢ esistesse un oy contenuto 1n €S0 per !

disuguaglianza non fosse soddisfatta quando si considerano gli incrementi nel soli '\U“rmfrmf
di £— o1, si osservi che i segmenti ¢ sono esterni tutti l‘unl; all’altro, € i consideri q“”“h
l'aggregato di segmenti ottenuto sopprimendo da T’y la somma di questi
contenuti nei singoli ¢; in questo aggregato non potrelbbe la somma di ineremen
sopra essere in valore assoluto >K—H — y — ¢.

(2) Per la continuita y(z) la misura di T’; e quindi quella S

du 2 s
nque esser nulla: non potrebbe ciot mancare I'aggregato C.

:t‘_","r‘?ﬂ““ Ci
ti di cul

]mh‘t,‘]l]’“

N
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in 7, un segmento v, di lunghezza tale che il valore assoluto della somma,
degli incrementi di w(z) nei segmenti ottenuti sopprimendovi un (qualunque)
aggregato o, di segmenti contenuti in S é

S K —H — g — (L) ef 22
2

E del pari in 7, si riuscird a determinare un segmento z; di lunghezza ¢,
non avente punti comuni con Sz © tale che il valore assoluto della somma
degli incrementi di w(z) nei segmenti ottenuti sopprimendovi un qualunque

aggregato o, di segmenti contenuti in S & )
Gt s
S162683 s
>)K—H 1+ +)ll/’)£(
U 7,3 ‘
e Cosl vid. ‘
I numeri 7 restano arbitrari: si prenda
<1 - i
My =1 =S Nir1 — Gi
/) / K—H—yg 588 in ‘

Il valore assoluto della somma degli incrementi di i(z) in ogni aggre-
gato di segmenti ottenuto sopprimendo in z; un aggregato di segmenti con-

tenuti in S risulterd

(=1l =7 1 1 & GIGEAGENME
b K e b Siei it A

{ Uk 7 U ]

/
e quindi, poiche

/;.v<);1-<r<1‘
K—H— 1 1
>“—-—"—(—»+ — -

oty e b

i T

( 7' ) i )
(B i et s g it s el i
{ 7k ’)}[(l_u)’\g,—,(h Elesr gl = & (1 —m)° ﬁi
Si osservi ora che, per la scelta fatta di 7, e <<(K—H—y%) (1 —7) ;f
e si ponga (K—H — ) (1 —1) —e=2M (> 0): I'espressione (e) risulta !
M |
e = |
cosi > (1__’)5,.

Si supponga ora ciascuno degli aggregati o; nullo; risultera, in parti-
colave, che il valore assoluto dellincremento di ¥(z) in clascun seomeuto

A
v B S e————— 1 &, ed il rapporto incrementale & quindi > )()

7@ —1)

(V) II risultato finale trova quindi solo applicazione nell'ipotesi che gli aggregati
o; siano nulli: cionondimeno tale ipotesi non poteva farsi fin da principio, perche & invece
essenziale nel passaggio da un segmento 7; al successivo che si possa valutare I'incremento
totale di w(z) in un aggregato di segmenti ottenuti sopprimendo in 7; un aggregato con-

tenuto in S.




— 556 —

Col crescere indefinito di ¢ i segmenti 7, tutti interni 1'uno all® altro
e di lunghezze ¢; tendenti a 0 (£ <% <7’ tendono ad un punto limite P,
interno a tutti e il detto rapporto incrementale tende a co: nel punto P &
dunque infinita almeno una derivata di w(z). Ed il punto P non apparterrd
ad A, perché ciascun segmento =z mnon contiene punti di sy ,8:, .., 8 ©
quindi nessun punto di A appartiene a tutti i segmenti ;.

Evidentemente non il solo punto P ottenuto con una determinata scelta
dei segmenti z; sard in tali condizioni, perché in @.. & si potranno deter-
minare segmenti parziali, non contenenti P e soddisfacenti alle ipotesi della
nostra proposizione, contenenti quindi essi stessi nuovi punti come P. Ma si
pud aggiungere di piu: all’'aggregato dei punti come P in cui una derivata
di W(z) ¢ infinita deve corrispondere un aggregato di valors di Y(z) di
misura = K — H; infatti quando un aggregato di tali punti fosse noto,
e l'aggregato dei valori corrispondenti di () avesse misura <K —H, si
potrebbe aggiungere tale aggregato di punti P all'aggregato A e si otter-
rebbe ancora un aggregato di punti cui corrisponderebbe un aggregato di
valori di w(z) di miswa <K, onde s dovrebbe concludere che, oltre ai
punti noti, altri puntiin @ ... o dovrebbero avere almeno una derivata infinita.

In particolare questa osservazione ci mostra che ¢ punti dell’intervallo
a..b in cui almeno una derivate @ infinita costituiscono un aggregato
non numerabile (che anzi ha la potenza del continuo od almeno é incapace
di essere ben ordinato). Infatti l'aggregato dei valori corrispondenti di ¥(z)
ha la potenza del continuo: quindi, facendo corrispondere ad ognuno di
questi valori l'aggregato dei punti P in cui tal valore & assunto da ¥(z),
l'aggregato dei punti P viene a spezzarsi in un insieme di aggregati par-
ziali staccati della potenza del continuo (1) (%)-

(1) Cfr. la mia Nota ntorno alla teoria degli aggregati, Rendiconti del R. Ist. Lom-
bardo (2), 35, 1902.

(3) La proposizione dimostrata in questo numero merita di essere confrontata con
una varietd di proposizioni analoghe mnote, e che, nella forma esteriore della loro espres-
sione pitt usuale potrebbero parere identiche ad essa, se non talora piil espressive.

B noto anzitutto che una funzione continua che non sia costante in un interyallo
@ .. b ha ciascuna delle sue derivate non nulla in un aggregato di punti che ha la po-
tenza del continuo (V. Dini, Luroth-Schepp, Grundlagen fir eine Th. d. Functionen
u. s. w. pp. 96-98. Scheeffer, Acta Math. 5, pag. 283. Schoentlies, Bericht 4. Mengenlehre,
Jahresber. d. d. Math.-Ver. 8, 1900, pp. 214215 (in quest'ultimo luogo l'enunciato con-
tiene condizioni eccessive)). Se poi tale aggregato ha misura nulla nel senso di Jordan
¢ noto pure che esiste ancora in esso un aggregato parziale della potenza del continuo in
cui almeno una derivata diviene infinita (Schoenflies, 1. c. 171-172): questo enunciato ©
evidentemente un caso particolare di quello del testo, ma la notevole restrizione che in
esso va rilevata sta nel trattarsi di aggregati di misura nulla nel senso di Jordan, mentre
noi attribuiamo alle stesse parole il significato ben pitt largo di Borel-Lebesgue (i nostri
aggregati di misura nulla possono p. es. essere densi nell’intervallo totale). A questo
riguardo si avvicinera meglio alla mostra la proposizione dello Scheeffer (1. c., pag. 189)
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2. Qualche osservazione complementare merita di essere aggiunta alla
precedente proposizione. In essa invero da ipotesi relative al comportamento
della derivata superiore a destra (ed analoghe proposizioni si avrebbero per
le altre funzioni derivate) si conclude solo per 1'esistenza di valori infiniti
di una indeterminata delle quattro derivate. Una maggior precisione si pud
evidentemente portave tenendo conto del segno dell” incremento w(5) — w(a):
sara, nei punti P del numero precedente = -~ oo una almeno delle deri-
vate superiori (¢ destra o a Sinistra) se questo incremento é positivo,
Sara = — o una almeno delle derivale inferiori se questo incremento ¢
neqativo.

Si ricordi amcora che in ogni intervallo le guattro derivate hanno lo
stesso limite superiore e lo stesso limite inferiore: ciascun punto P sara
quindi punto limite d’un aggregato di punti in cui una qualunque delle
quattro derivate prende valori — positivi o negativi a seconda dei due
casi — in valore assoluto grandi a piacere. Questa osservazione ci permette
di enunciare la precedente proposizione nella forma: [aggregato che si ot-
tiene per chiusura di C contiene un aggregato di punti in ogni intorno
di ciascuno dei quali una derivata determinata (p. es. la medesima deri-
vata superiore a destra) diviene gramde o piacere positivamente o negati-
vamente. Un risultato piu esplicito si ottiene quando si supponga H =0:
si potra dive allora che se la funzione W(z) ha derivata superiore a desira
nulle in ogni punto di « ... b, toltd i punti di un aggregato C di misura
nulle ed ha in a...b incremento finito, ogni punto dell’aggregato C ¢
punto limite di una serie di punti dell’aggregato medesimo in cui la detla
derivata superiore a destra asswme valori assoluti grandi a piacere: perche
un punto di C che non fosse in queste condizioni sarebbe interno ad un
intervallo in cui nessuna derivata di w(z) sarebbe infinita, e quindi v (z)
sarebbe costante e ogni sua derivata nulla. B l'aggregato dei valori di y(z)

che qui, per comoditdy del confronto, riproduciamo in un caso particolare: « Una funzione
« che non sia una costante non pud avere la sua derivata superiore a destra (o un'altra
« funzione derivata) nulla in tutto 1'intervallo @ ..., ad eccezione di un aggregato di
« punti i cui punti limiti sono tali che: 1° l'aggregato di quelli nell’intorno di ciascuno
« dei quali tal derivata & limitata, ma in valore assoluto > & ha misura nulla nel senso
« di Jordan, qualunque sia &; 2° nell'aggregato dei punti nell'intorno di ciascuno dei
« quali essa derivata pud assumere valori assoluti grandi a piacere, la funzione assume
«un aggregato di valori di misura nulla (nel senso di Jordan)». Ora & ben vero che
l‘nggregzlto7cccezi0nale dello Scheeffer — pur avendo misura nulla nel senso di Borel-
Lebesgﬁe — non ha perd misura nulla nel senso di Jordan, avvicinandosi con ¢id agli
nqgreg:ati nostri, senza perd rappresentarne il tipo piu generale, ma la parte di questo ag-
aregato in cui la funzione derivata considerata non & limitata si suppone abbia per cor-
vispondente un ageregato di valori della funzione primitiva di misura nulla zel senso di

Jordan
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nei puntt i cui almeno vnd derivata ¢ infinitd ha allora misurd equale

alle, variazione totale di (@)
3. Corollario immediato delle precedenti proposizi
funziont F(z) , @(x), une delle quali @ abbia derivald unica @ desira in

1 un intervallo 4. b, tolti al il i punti di it aggregalo

Lutti @ puntl
di misura nulld, Palira B abbio negli stesst punli la derivala superiore

o destra uguale alle nominata derivata di @; S inoltre le due funzions
hanno tulte le derivate finite in tutli punti dell intervallo tolti ab pui
quelli di un aggregato cwi corrisponde Ul aggregato di valori di F—@
di misura mulla; St potra affermare che F e @ non Possono differire [ra
loro che per und costante-

Indichino infatti 1 segni D*
rviore; si ha

D+ 1(@)= D.@(z) = D+(F(z) — @(z)) = D" F(z) — D* @() -

oni & che: Date due

D. le derivate a destra, superiore ed infe-

Dalle fatte ipotesi risulta quindi che 1@ = ®@(z) ha Jevivata superiore 2

destra nulla in tutti i punti di @...b tolfi al piu 1 punti di un aggregato
di misura nulla; d'altra parte le disuguaglianze analoghe che legan® le altre
derivate di F(z) — @() 2 quelle di F(z) e di o(z) e ]'ipotesi fatta nel-
I'enunciato, relativamente all'aggregato di punti in cui qualeuna delle deri-
vate di F(z) o di @(z) pud non essere finita, ci dicono che tutte le derivate
di F(z) — @(z) sono finite in ogni punto di .. b. tolti al pil i punti di
un aggregato cul corrisponde un aggregato di misura nulla di valori di
F—@. La funzione F(z) — @(z) non potrebbe quindi subire un incre-
mento qualsiasi in aleun intervallo contenuto in & ... b, senza contraddire
alla proposizione del n. 1.

Mineralogia. — Appunti. sull scheelite di Traversella. Nota

di FERRUCCIO ZAMBONINI, presentata dal Socio G. STRUVER.

Queste Note saranno pubblicate nel prossimo faseicolo.

Da circa due anni mi stavo occupando dello studio dell
Traversella, ma la Nota teste pubblicata dal dott. Colomba (') sullo stesso
argomento mi costringe a render noti brevemente soltanto quel risultati da
me .ottenuti che possono, in certo modo, completare il lavoro del (olomba.
B cid tanto pitt che il materiale che io ho avuto a mid disposizione €
meno interessante di quello che il Colomba ha illustrato.

Le forme da me osservate sono le seguenti: ¢ 001} , & 11000,
p JL11E, 6 J118¢, v JL12t, £ 3114E, e §101¢, 0 1102 . d 105(: 8 EHE

o scheelite di

1
112015

006, XV, 9281.

(1) Sulla scheelite di Traversella. Rendiconti R. Acc. Lincei, 1° sem. 1




