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MEMORIE E NOTE
D1 SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Swulle singolarita di una funzione che di-
pende da due funzioni date. Nota del Socio S. PINCHERLE.

Nel marzo del 1899 presentavo alla R. Accademia una Nota recante
lo stesso titolo di questa, in cui dimostravo per altra via e generalizzavo
il seguente teorema dato dall’ Hurwitz (*): « se due funzioni analitiche, uni-
« formi regolari per il punto # = oo, sono rappresentate in un intorno di
« quel punto rispettivamente da

n k:l
(1) A= S =

&

« la serie

) @)= (a,, ko 1@ by + (g) Uns ks + - + a, /:,‘) %

« rappresenta una funzione i cui punti singolari sono i punti p; - ¢;, pi es-
« sendo i punti singolari di «(z) e ¢; quelli di 8(x) ». La dimostrazione era
data dall’A. per il caso che p;,¢; fossero poli di prim’ordine; quella da me
data si applicava a punti singolari isolati qualunque, ammessa 1" uniformita
delle funzioni. Ora, nella presente Nota, mi propongo di mostrare:

1° come la proposizione possa valere per il caso di singolarita qua-
lunque, costituite da punti, linee od aree;

(*) Comptes rendus de 1'Académie des sciences, 6 février 1899.

Renprcontr. 1906, Vol. XV, 1° Sem. 77
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90 come una seconda espressione, analoga a (2) per le sue proprieta,
ma ben diversa di forma, valga a definive una funzione formata con due fun-
sioni date e le cui singolarita sono legate nello stesso modo con quelle delle
date;

30 come, dalle singolarita di una funzione definita da uno sviluppo

Z Cn&n

sia possibile, in molti casi, di dedurre immediatamente il luogo delle sin-
golarith della funzione definita da

®3) > cupu(@)

essendo pu(z) un sistema determinato di funzioni analitiche.

1. Abbiansi due funzioni analitiche ¢(¢),@(f) aventi singolarita qual-
siansi: punti, linee od aree. Se le funzioni sono polidrome, siano fatti fra i
luoghi di singolarita tali tagli da introdurre la monodromia: in tale caso,
comprenderemo codesti tagli fra i luoghi di singolarita. Sia U 1'insieme delle
singolarity di ¢(?), V 1" insieme di quelle di «(f); % indichi un punto ge-
nerico di U, » un punto generico di V. Togliendo dal piano-sfera su cui
si rappresenta la variabile ¢ 1 insieme di punti indicato con U, rimanga
un’area U'; togliendo V, rimanga un'area V'; supporremo U’ e V' connesse,
¢ contenenti entrambe il punto #=oco. Veniamo dunque a considerare due
rami ad un valore ¢(¢) ed «(f) di funzioni analitiche, regolari in U" e V'
rispettivamente, compreso il punto /= oo.

2. Tracciamo nel piano ¢ una linea / chiusa, finita e semplice, che in-
cluda tutto 1'insieme U: i punti di / appartengano tutti ad U’. Questa linea
si pud deformare con continuith fra i seguenti estremi: da una parte, un
cerchio (R) di centro arbitrario, p. es. £=0, e di raggio R grande a pia-
cere; dall'altra, 1 insieme delle linee (/;) chiuse, semplici, circondanti le varie
parti staccate U; di U, e prossime al conforno di U; tanto quanto si vuole;
cosl, se U; consta di un punto isolato, (/) sard un cerchio avente per centro
questo punto e raggio arbitrariamente piccolo. Indichiamo con U, l'area
inclusa dalla /, contorno compreso; con Uj; cid che rimane dal piano ¢ dopo
tolta U;; analogamente Uy, é 1'insieme delle aree incluse dalle (Z;), con-
torni compresi, ed U, c¢id che rimane dopo tolto Uy al piano ¢ Ad ogni
punto » di U; facciamo corrispondere il punto » — », » essendo un punto
generico di V; quando » descrive U, »—v descrive un’area congruente:
variando » in V, si ha un complesso di aree che indicheremo complessiva-
mente con (U — V);. Sia infine W; cid che rimane dal piano ¢ quando vi
si tolga l'area (U — V);; analoga definizione per W) .

Sia 2 un punto di W;; allora il punto # - ci dard, per ogni v, un
punto di U;; se infatti cosi non fosse, # 4 » appartenendo ad U,, z ap-
parterrebbe ad (U — V).
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Se [ va restringendosi e tendendo alle (;), W, in corrispondenza andrd
dilatandosi; cioé se 2 appartiene a W;, esso appartiene ad ogni W, dove /
¢ compresa fra / e le /;, ed a fortiori appartiene a W, .

3. Cid posto, consideriamo 1’espressione

(4) o) = g7 | 9t sl — ),

2 essendo un punto arbitrariamente preso in una delle parti connesse che
costituiscono W;. Per tali determinazioni di &, la linea / non conterrd sin-
golaritd né di ¢(¢), né di «(/—z) fra i suoi punti; 1'espressione (4) rap-
presenta pertanto un ramo ad un valore di funzione analitica, e variando la
linea (/) facendola tendere verso W, , quel ramo di funzione analitica sard
rvappresentato in un'area connessa sempre maggiore e tendente ad una delle
parti connesse che costituiscono Wi, . L'espressione della funzione anali-
tica A(z) si pud fare coincidere con

L_k(([;)go(t) o(t—x)dt.

Se accade che Wy, sia un'area connessa, la (5) rappresenterdy in
tutta W, una funzione analitica le cui singolaritd o linee di discontinuit
saranno esclusivamente nell’area (U — V), .

In particolare, se tanto 1 insieme U delle singolarita di ¢(7) come
quello V delle singolarita di «(/) constano di punti separati #; e v; rispet-
tivamente, e le funzioni ¢(¢) ed () sono uniformi, la A(z) sard uniforme,
coi soli punti singolari #; — v;. Se le ¢(Z) ed «(/) non sono uniformi, ma
occorre tracciare dei tagli #;...un,?;...v; per stabilire la monodromia di
un ramo di ciascuna di queste funzioni, anche A(z) sard in generale uni-
forme, e ai tagli ora accennati corvisponderanno tagli i — v;... % — vy
€ Ui — V5 ... uyp — Vj.

4. Poiche tanto U’ che V' contengono il punto all’ infinito del piano-sfera,
lo stesso sara evidentemente di W;; percio, per || abbastanza grande, la A(z)
sard sviluppabile in serie di potenze intere negative di @, mentre per |¢| ab-
bastanza grande, si ha

f)=3 22, o) =3 on;
precisamente il primo di questi sviluppi vale per [¢(|>#, dove » & il mas-
simo modulo dei punti »; il secondo per |¢| > ', essendo »' il massimo mo-
dulo dei punti . Si prenda come linea / il cerchio (R), facendosi R > 7';
:ndi si prenda
|2

>R-4r.
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Sl e sara |t —z| > Percid la
nze decrescenti di z, dando lo sviluppo

potenze

\ - —‘rk—l"ﬂ) : 1,,1

2nte per tatil 1 'l.’"dlltl l

ituendo 1n (4)




— 607 —

Per ogni punto » di U;, costruiamo di ogni punto » di V il corrispon-
dente punto % — v; 1'insieme di questi punti costituird un'area U, — V, e
tolta questa dal piano della variabile, restera un’area W;, in cui, per le
ipotesi, & certamente contenuto il punto zero. Sia X; la parte semplicemente
connessa di W, che contiene il punto zero; quando la linea / si deforma
con continuitd, avvicinandosi al contorno della stella U’, si deformerd cor-
rispondentemente, ampliandosi, anche l'area X,, in guisa che se / & incluso
in /,, anche X; fa parte di X; . Fissiamo una posizione di [, sia ¢ la mi-
nima distanza di / dai punti di V, e descriviamo il cerchio (o) di centro
Zero e raggio o.

Ci0 posto, consideriamo I'espressione

1
i | s at—a)ar.

9) Mz) =

Per la scelta della linea d’integrazione e per essere preso z entro W;, le
singolarity di «(f—z) sono i punti #= 2z - v, che cadono tutti entro Uj.
Al contorno /, ¢(¢) ed «(f — z) sono prive di singolaritd, e pertanto A(z)
rappresenta entro X; un ramo ad un valore di funzione analitica, continua-
bile analiticamente in tutta la stella X di vertice 2 =0 cui tende X,
quando Uj; tende ad U'. Ma, fatto |z| <o, si pud sviluppare «(f—z) collo
sviluppo di Taylor

a(t— )= f_ (_‘1)’

y=0

z oy (t)

V.

e questo convergera uniformemente per tutti i valori di # su / e di « entro (o).
Si potrd quindi integrare termine a termine, e verra cosi lo sviluppo di A(z)
in serie di potenze di &, valido entro (o):

(—1y

2w vl

( o(2) a™ (¢) dt .

(O)

0
(10) M) =D gva , gv=
Y=0

La serie (10) e dedotta dalla (8) mediante un'operazionc distributiva,
appartenente al gruppo permutabile colla derivazione, nel modo stesso della (2),
e la funzione analitica che essa definisce non pud avere le sue singolarita
fuori dei posti » — ». Se, in particolare, 1" insieme delle singolarita U consta
di un numero finito di aree semplicemente connesse finite, escludenti il
punto £=0, e piu particolarmente ancora se consta di punti isolati, e se
in U e V', o) ed «(¢) sono uniformi e ¢(x) =0, la A(z) sara una fun-
zione uniforme che coincide all'infuori del segno, con quella definita al § 3.

6. La formula che si & annunciata al principio del § 5 per porla in
riscontro colla (2), si deduce facilmente dalla (10). Supponiamo che il mas-
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gimo modulo dei punti » sia inferiore al minimo modulo dei punti %. In
tale caso si pud descrivere una linea ! chiusa, circondante il punto =0
ed i punti », e tutta posta entro la corona circolare in cui convergono ad
un tempo gli sviluppi > Ky di gt) in serie di potenze intere positive

e > — di «(¢) in serie di potenze intere negative. Il coefficiente gy [for-

tl+l

mula (10)] viene allora dato da
Lo i
= aoky+ @ +1) 0,1/;\.“—}—(1 _g )ae/t‘v+s+ i

o si oftiene in tale guisa la serie

(11) Z(ao o 4 1) oy By ) 2
V=0

come definizione di una funzione analitica che fa perfetto riscontro a quella
definita dalla (7), con cui pud anche coincidere come nel caso accennato
alla fine del paragrafo precedente, e le cui singolaritd non possono trovarsi
che nei punti z — v.

Non mi sembra fuori di luogo di insistere sul riscontro che passa fra
le successioni dei coefficienti degli sviluppi (7) e (11); esse si possono rap-
presentare simbolicamente con

(@B , (@ti

formate con le successioni date @y e Ay sviluppando secondo la regola bino-
miale e sostituendo, secondo un’ovvia convenzione, gli indici agli esponenti,
e fra simili successioni, in pitt di un caso, viene fatto di notare un mani-
festo parallelismo.

7. Consideriamo la funzione g(7), uniforme, regolare nell’intorno di
/=00 e che, per |{|>>r, ammetta lo sviluppo

(12) 9= .

Le singolaritd di ¢(#) siano nei punti isolati # , %5, ... . Sia poi e(Z, 2)
una funzione analitica delle due variabili 7,2, regolare per tutte le coppie
di valori delle variabili, ad eccezione di quelle che verificano una o piu re-
lazioni analitiche

(13) ({6 )= s

Si circondino i punti singolari #; di ¢(/) mediante una linea finita /
chiusa e semplice o composta di un numero finito di curve semplici chiuse
non includentisi né intersecantisi; indichiamo con U, 'area (di uno o piu

|
|
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pezzi) racchiusa da /; sia % un punto generico di U, o del contorno. Ad
ogni punto %, la relazione

(14) w(%,z)=0 | -‘

fa corrispondere un sistema di punti z che, quando 7% descrive U, ed il con-
torno, descrivono nel piano # un sistema di aree che indicheremo con V-
Se la linea [ si deforma, restringendosi, e tendendo ad un sistema di P |
cerchi (u;) di centri »; e di raggi piccoli a piacere, varieranno in corrispon- ,‘
denza le aree V;, tendendo ad un sistema di aree Vi; sia X, ¢id che rimane |
dal piano z togliendovi V;, X; cid che rimane togliendovi V;; & chiaro che
X, & compreso in X;, mentre da X; sono esclusi, in generale con aree piccole
a piacere, i punti radici delle equazioni

(15) i, 2) =0, (=1,2,..p).

Consideriamo ora 1integrale, in cui / & percorsa nel senso positivo:

1 f \

(16) e mg>(t) et , ) dt. |
Per ogni punto # di X;, non cade alcuna singolarity di (¢, ) sulla i

linea / né mnel campo U, da essa racchiuso, poiché se % fosse una tale sin-

golaritd, z sarebbe radice della (14), cioé apparterrebbe a V. Percid, per z

in X;, I'integrale (16) & uguale a

an i Dol il

2 = J(w)

e se 1 punti radici delle (15) sono separati, 4(z) & una funzione analitica,
rappresentata da (16) entro X; e da (17) entro tutto X;.

Cid posto, abbiasi per «(f,«) uno sviluppo in serie di potenze di ¢

(18) at, ) =2 a(@)';

le e (z) sono funzioni analitiche determinate ed il raggio di convergenza
dello sviluppo &, in generale, funzione di #: ad un raggio di convergenza
superiore ad un numero positivo ¢ corrisponde un campo R, nel piano z,
e per ¢’ >¢, Ry & contenuto in R,. Per un dato ¢, [¢|<<e¢ eper z in R,
la serie (18) converge uniformemente (*).

() V. la mia Memoria: Sui sistemi di funsioni analitiche. Ann. di Mat., S. II,
AL NI0L
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Ora, sia ¢ il massimo modulo dei punti della linea /; si prenda # nel
campo Z comune ad R e ad X;; per tali valori di z si ha:

Eg_av(x) f o(t) ¢V di

V=0 < ()

_J_f e Lide
== 271 mq)(t) 2. = 278

e quindi

(19) Ma) = ikv ay(2) .

Entro il campo Z, la funzione A(x) & dunque rappresentata dallo svi-
luppo (19), convergente uniformemente; se ne conclude che « una serie

®
D by (@),
V=0

« dove le %, sono i coefficienti nello sviluppo (12) di una funzione uni-
« forme ¢(¢) di cui le »; sono i punti singolari, definisce una funzione i cui
« punti singolari sono soltanto le radici delle equazioni (15) ». Come caso
particolare si ottiene facilmente una notevole proposizione che mi & stata
cortesemente comunicata, di recente, per lettera, dal sig. dott. G. Faber di
Qarlsruhe: che ciod se le ay(z) somo i polinomi di Legendre, i punti sin-
golari della funzione definita da (19) sono soltanto quelli della forma

1 1
()

Matematica. — Sui simboli di Riemann nel Calcolo diffe-
renziale assoluto. Nota del Corrispondente ERNESTO PASCAL.

Fisica. — Su aleuni cosi, apparentemente paradossali, di
trasmissione dellelettricity, ottraverso un gas. Nota del Socio
Avgusto RieHI.

Queste Note saranno pubblicate nel prossimo fascicolo.




