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ciod si ha la formola

Yn, Yk, dYn, Yk
7 1 =" [ o o 1 (il === e e
(13) [/'\ Sy, 72 Sz]x yf_/[ 1 81y Nl uz]\ Wy, OLs, 9%y, s,
che dimostra il nostro assunto.
T simboli di Riemann dunque, olire che formare essi stessi un sistema
covariante, possono comporsi come dijferenze di due elementi di un altro
sistema covariante nel senso del Calcolo dijferenziale assoluto.

Matematica. — Ricerche sopra le funzioni derivate. Nota
di Bepro LEvi, presentata dal Socio C. SEGRE.

In questa Nota vogliamo riannodare alle proposizioni relative alle fun-
zioni derivate, dimostrate nella Nota precedente ('), il problema delle funzioni
primitive e il teorema fondamentale del calcolo integrale, e dedurne ancora
alcuni corollari per le funzioni derivate medesime.

Dobbiamo percid premettere una proposizione relativa all’ integrale inde-
finito di una funzione integrabile nel senso del Lebesgue:

1. L'integrale indefinito di una funzione integrabile in un intervallo
o...b nel senso del Lebesgue, ammelte in tutti i punti dell’intervallo,
fatte al pi eccezione per quelli di un aggregato di misura nulla, deri-
vate unico e determinata ed uguale precisamente alla funzione inteqrando.

La proposizione sara evidentemente dimostrata quando sia provato che,
separatamente, la funzione integrale ammette derivate determinate a destra
e a sinistra uguali ciascuna alla funzione integrando, in tutti i punti del-
I’intervallo o ... 5 fatta al pilt eccezione per quelli di un aggregato di mi-
sura nulla.

Ci occuperemo, per fissare le idee, della devivata a destra. Sia [(z) la
funzione che si integra e si ponga,

D(z) =\ f(»)dz.
Sara i

@+
)

’/‘[(D(.,’c) y Lo 5 Ly —{-— /L:| — /1/ /(J) dz.

<z,

Per 1'ipotesi dell’ integrability di [(z), dato arbitrariamente un é&, i
pud determinare nell intervallo ¢ ... 5 un aggregato K. tale che:
1° La misura di K. sia =< &:

’

(*) Questi Rendiconti, pag. 551.
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90 sista uno & tale che in ogni punto di ..., fuori di K, |f ()

3° f |f(2)|de = &.
Ke
Si chiami fi(#) la funzione che & uguale a f(z) in ogni punto di a...0
non appartenente a K. ed & nulla nei punti di K.; f:(z) sard misurabile e,
per un teorema dovuto ai sig. Borel, Lebesgue e Vitali (*), si pud deter-

=5

§ . 5 . 2 & ’
minare in @..b un aggregato chiuso di misura = b—a— T tale che 1

valori di /() in esso formino una funzione continua. Si chiamino rispetti-
vamente C. la parte di questo aggregato e D. la parte dell'aggregato com-

plementare esterne a K.. La misura di C. sard c.=b—a—&— %, quella

di D. ¢ d(si.
1D. e de F
Sara
Lo+N ao+h ao+h 2o+h
(1) [(2) dz = fo(z) da + \ fi(z) dz -+ \ f(z)dz
X /o (Ce) 20 (DE) 20 (Kg)

dove gli indici C:, De, K. apposti ai tre integrali significano che essi Sono
presi negli aggregati di punti dell intervallo o ... 2o - & appartenenti ri-
spettivamente a C-:, D., K.. Chiameremo rispettivamente y«(zo %), 0:(zo 1),
xe(2o ) le misure di queste tre parti di ... Zo - &, per modo che sara

)’;—I—J;-{-—xszh.

Noi porteremo ora la nostra attenzione sui soli punti , che apparten-

gono a Ce.
Qi ricordi che, in ogni punto, |/:(2)| =§&; sard quindi

wy+h
jfe(x) dx |1 = &d-(ao h) -
&g (D)

Ciascuno dei numeri ye, ds, X & funzione di k2 e di @, e tende a 0
con h: si pud quindi considerare il hm—h— come funzione di z,, & comnsl-
A=0

devare 1'aggregato M., dei punti @,(di C:) per eui

£0. (2
lim £du(wo k)

7,
h=0 h g

(*) Borel, Un théoreme sur les ensembles mesurables, Comptes-rendus, déc. 1903;
Lebesgue, Sur une propriété des fonctions, Comptes-rendus, déc. 1908, Vitali, Una pro-
prieta delle funzioni misurabili, Rend. dell' Istituto Lombardo (2) 38,1905, § 3, pag. 601.
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dove » & un numero positivo arbitrariamente assegnato; sia w la miswa
di M.
L'aggregato M., si pud generare come segue:
Si consideri 'aggregato dei punti z, di C. per clascuno dei quali av-
&d. (20 h)
viene che, per qualche i tale che o‘zhzr>0,———k = 7 (e <7)
¢ si chiami Meyzoc; Derogni coppia assegnata di numeri 7z ,0 (> 0), Meyroc
& chiuso perchd se 7, ¢ il limite ' una serie di punti 2, appartenenti a Meyzoc
e 7 & un limite di valori corrispondenti di %, sara pure ¢ = h = v; inoltre
d.(Z, h) sard il limite dei numeri d« (% %) relativi a questi punti 2, e a questi
g (T { st LS
%, e quindi C—(f—) = 7. Sard M, = lim lim (lim Mepzog)-
h n=no=0 =0 §
Se #, & un punto qualungue di Meysoc, Si chiami ho il massimo valore
’ . E0:(20 . \
di 7 per cui —%'—) = n.; il punto @, ko non potrd appartenere a Meyzoc,
perché in tale ipotesi si potrebbe determinare un x>0 (anzi = 7) tale che
0 (2o~ ho » S E:(zo , b
£0u(Zo - ho 1) x>z_qg ¢ sarebbe quindi ancora £0e(&o» o1 %) °+x)_>_
X ho -+ %
di cid, e perché Meyroc & chiuso, ha un senso ben determinato il parlare del
primo punto di Meyzoc seguente 2o = ho. Cid posto, sia zg il primo punto
(a sinistra) del segmento «...0 appartenente a Meyzoc, iy il corrispondente
valore di %,y il primo punto di M.yzoc Seguente /%, ko il valore
corrispondente di %, e cosi via. L'aggregato M., -oc sara tutto contenuto nel-
I'aggregato numerabile di segmenti esterni 1'uno all'altro z{ ...z 4- K,

7. A causa

0 Se Wz € la sua miswra, fizoc = > k). Ma se d & la misura della parte

2
di D. contenuta in z{ ... z% - Ak, si ha, per ipotesi,

EJD . ED
= =
h Ne
dunque infine
; a9 & ;
‘LLTO-,;-S> £, =-'—YJL”§£¢Z5_\L
T g fiz e s UG e
ed anche
& G s &
w= lim lim lim @, =—
Ne=" =0 7=0 a0y
Loy+h
Allo stesso modo si pud ragionare quando, considerando |/ ()| da
Ly (Ke)

come funzione di z, e di %, si determina 1'aggregato N., dei punti di C,
in cui

@y+h

=
1/1135 |f(z)|dz =1.
Lo (Ke)




— 677 —

Chiamando » la misura di tale aggregato, si otterrd quindi pure

L'aggregato C. — M., — N., avrd quindi misura

Dopo ¢id, si supponga che il punto z, appartenga a C. — M., — Ney;
sard per esso

o+ 1 ML+ 1 2o+h
@) || < hm Zj [(2) da r| = lim m— ( f(z)| de <7
h:O o (Dg) = & &g (Ke) =0 L/;::‘,\kr_)
e quindi, per la (1),
1 @o+h Rl
lim 7 [(z) dz — 27 =< lim (/(J dr =
— h=0 =
@0 (Ce) g
(2) L (o
hm/— ‘/(b)d,f,<hm" Sf( z) dz - 27).
h=0 Al

Ma, a causa della continuitd di /i(z) in C., assegnato un 6 arbitrario,
si pud determinare per ogni punto @, di C. un &y >0 tale che, per ogni
h=hy e per ogni & di C. appartenente all’intervallo z; ..z, 4k, sia

fe(@o) — 0 = fi(2) = fe(2,) + 6 e quindi

h

[ — (o0, ) = | (o) do = [7e0) + €17y

La (2) da quindi

(1im M) (fe(z0) — 0) —2n = hnl s /‘(( de =

SR=4 h
(3) N Lo+h

\]1111/— s/ c)dis(hm e\ )(/ z) -+ 0) +27.
h=0

L(,

Per valutare i due limiti di )/7 si tenga presente la relazione

Yet+detx=10h;
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si osservi inoltre che, dalla relazione
— &k —— 1]
ey
e poiché in K. & sempre |f(z)|> &, dalla

a4+h
hm 1ﬁf &)|dz <7 segue lim = 0 <
h=0

2 (Ke)

Risulta

il g Lo TR 2

ye CUI
h = 0 =0 Dk &

1

E

Il
(=]

Dunque infine, osservando ancora che f:(z,) = f(2,) e che 6 si pud assu-
mere arbitrariamente piccolo, la (3) diviene

o+h

) — F fla) — 29 = lim _ 1ff(mdr< I f f(@)da = e+ 2

I =

ovvero, poiche |f(z,)|=&,

(4) [f(z)) — 4y =1lim,_ 0}11 f(2) dz = hm ff(bc )dz = f(z) 4+ 27.

T

Si scelga ora 7= 1/e: facendo tendere £ a 0, i due membri estremi
della disuguaglianza tendono al medesimo limite f(z,), onde potremo con-
cludere che, se ¢l punto z, ¢ tale che, per ¢ valori di & di una conveniente
successione tendente a 0, esso é costantemente contenuto in C.— M.,— Ny,

in tal punto z, la funzione @(z f f(z)dz ha derivaia o destra, e
precisamente uguale a [(z,)-
Ma, per la scelta fatta di », la miswa di Ce — M., — N., é
z(b—a)—Zi/;—;—s

e quindi, tosto che & é sufficientemente grande ed & sufficientemente piccolo,
= (b—a)— 37 e.
Si consideri quindi una successione di numeri

& & ... (lim¢g=0)

tale che la serie ) f/e sia convergente: la misura dell'aggregato comune

=
a tutti i O, — Men, —Ney per j=¢ &6 =(b—a)—3 Z 1% e tende
J=t
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quindi a & — a col tendere di ¢ a oo: si puo quindi assegnare nell’inter-
vallo a...b un aggregato B di misura nulla tole che, tosto che z, non ap-
partiene ad B, ¢ soddisfatta la condizione precedentemente enunciata per
cus st puo affermare Uesistenza della derivate a destra di @(z) in z, ¢ la
sua uguaglionze o [(z). Tale aggregato E & il complementare di

J=»
lim H (Csj TJ—I\IEJ. m; —‘st'nj) (])

=® j—

od anche l'aggregato, contenuto in questo, complementare di

==
1’1:ni %(C% e Mi‘*‘;’ Py N%‘ ’”j) x

Non altrimenti si ragionerd per le derivate a sinistra.

2. Veniamo ora a stabilire il teorema fondamentale del calcolo integrale
per le funzioni a numeri derivati non limitati:

Se Uaggregato dei valors della funzione f(z) in un qualunque aggre-
gato di punti di misure nulle comtenuto in a..b ha misura nulla, e
se ha misura nulla 'aggreqato dei punti in cui qualcuna delle funzioni
dei numers derivati di f(x) pud divenire infinita,

se inoltre esiste Uinteqrale del Lebesque esteso all'intervallo o ... b (*)
di una delle dette funzioni derivate (per es. della funzione %(z) derivata
superiore a destra),

la funzione f(z) differisce al pi per una costante dall’integrale in-
definito di tal funzione derivata.

Si ponga infatti

(

= f e

Le due funzioni f(x),@(z) si comportano come le funzioni F(2), @(z)
del n. 3 della Nota precedente. Infatti dalla proposizione del n. 1, per quanto
riguarda la @(2), dalle ipotesi presenti, per la f(z), risulta evidente che
sono soddisfatte tutte le ipotesi di quella proposizione se appena si astrae
da quella velativa ai valori della differenza F(2) — @(z). Riguardo a questa
si osservi che, a causa della proposizione del n. prec., 1'aggregato dei punti
in cui @(x) pud avere una derivata infinita ha misura nulla e che l'aggre-
gato dei valori di una funzione integrale qualunque nei punti di un aggre-

(*) Indicando con JZ€Y; I'aggregato comune a tutti gli aggregati €l; (prodotto logico

di essi aggregati) e analogamente, in seguito, con 2€l; la somma degli aggregati me-
desimi.

(®) E quindi ad ogni intervallo contenuto in @... 5. Esistono funzioni derivate le
quali non ammettono integrale del Lebesgue. Cfr. per un esempio: Lebesgue, Annali di

matematica (3) 7, pag. 269-70.
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gato di misura nulla ha misura nulla () ; siccome quindi, per le ipotesi fatte,
nell'aggregato di misura nulla in cui le derivate di f(z) o di @(z) possono
essere infinite, ciascuna delle due funzioni assume un aggregato di valori di
misura nulla, un aggregato di valori di misura nulla assumerd puve in detti
punti la differenza f(z) — @(2) (*)-

3. Notevole corollario di questa proposizione e il seguente:

Se di una delle quatiro funzioni derivale della funzione f(z) (per es.
della funzione () derivata superiove a destra) esiste ['integrale del Le-
besque esteso all intervallo « ...b; se inollre le quattro fungion: dei nu-
meri derivati della funzione f(z) sono finite nell’intervallo a..b, o piu
generalmente se I'aggregato dei punti di a ... b in cui qualcuna delle funsiont
dei nuwmers derivati di f(z) pud divenire infinita é riducibile, la funzione

f(z) differisce al pit per una costante da f"ﬁ(x) dao(@)?

“a

(1) B questa conseguenza immediata della definizione dell'integrale. Un aggregato
di punti # di misura nulla si pud racchiudere entro un aggregato S di segmenti di mi-
sura totale & piccola a piacere: si spezzi l'integrale dei valori assoluti della funzione
integrando in due parti: I'una relativa ai punti in cui la funzione integrando & in valore
assoluto = &, l'altra relativa ai punti residui. La prima parte diviene piccola a piacere
prendendo & sufficientemente grande; la seconda parte, considerata solo nei segmenti
di S & = e e quindi piccola a piacere per & sufficientemente piccolo; dunque integrale
dei valori assoluti, esteso a S & piccolo a piacere. Ora questo integrale & minore o uguale
alla variazione totale dellintegrale dato mei segmenti di S, e quindi maggiore o uguale
alla misura dei valori dell'integrale nei punti dell’aggregato considerato.

(%) Lo si vede facilmente osservando che 1'aggregato dei valori considerati di f(z)
si pud racchiudere in un aggregato numerabile di segmenti s; di misura totale <& si
pensi allora numerato questo aggregato di segmenti e all’z-mo si faccia corrispondere un
7; tale che S>#; < &”: si immagini ancora racchiuso I'aggregato dei valori considerati di
#(z) in aggregati di segmenti di misure totali rispettivamente <Z7#;; i valori della dif-
ferenza f(2) — ®(x) per gli z considerati e per f(z) in si, sono compresi fra i valori
di 24— w per 2 in s; e w nel nominato aggregato di segmenti di misura <l7;. Si con-
clude facilmente che I'aggregato dei valori considerati per la differenza f(z) — () ha
misura <& - ¢”.

(%) Per vero tosto che le funzioni dei numeri derivati sono finite, sono verificate
le ipotesi del precedente enunciato ; inquantoche, se 1'aggregato dei valori della /() in un
aggregato @€ di punti di misura nulla ha misura non nulla, esiste un aggregato di punti
in cui almeno una derivata di f(z) diviene infinita. Per provarlo basta ripetere un ragio-
namento analogo a quello del n. 1 della Nota precedente. Si racchinda 1'aggregato €1
in un aggregato Se- di segmenti di misura &: se I'aggregato dei valori di f(z) nei punti
di € ha misura = v, in uno almeno di questi segmenti & contenuto un segmento in cui

il rapporto incrementale di () @ = —, e dentro ad esso si pud determinare simil
&

c, e - 1 v L : :
mente un segmento in cui il rapporto incrementale & = "7 @ cosl via; scegliendo i

numeri &, &” ... <<1 (e si possono prendere piccoli a piacere), si ottiene una serie di se-
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Perd la considerazione simultanea delle quattvo derivate porta in queste
proposizioni una complicazione superiove al necessario. Sulla riduzione delle
ipotesi alla considerazione d'una derivata sola, quella che si integra, ritor-
nerd ancora una volta.

4. L'identitd, a meno d'una costante, delle funzioni /(z) e @(z) ci per-
mette di applicare alla prima le proprieta dimostrate per la seconda nel n. 1.
Si pud quindi affermare che:

Se una funsione ¢ tale che Uaggregalo dei valori di essa in ogni
aggregato di misura nulla abbic misura nulla, che Uaggregato de; punti
i cur qualcuna delle sue funzioni derivate puo essere infinita abbia mj-
sura nulla; tale infine che una qualunque di queste funzioni derivate om-
mella Uintegrale del Lebesgue esteso all’intervallo o ...b, tal funzione ha
derwata determinaia e finita in tutli i punti dell’intervallo a ... b, tolto al
pel i aggregato di punti di misura nulla.

Applicando questa osservazione alla proposizione del n. 3 della Nota prece-
dente si vede che si possono in essa alterare alcun poco le ipotesi e dire che:

St potrd affermare che dug funzioni continue () e @(z) non pos-
sono differire in un intervallo «...b che per una costanie fosto che si
sappia che le due funzioni hanno wna coppia di derivate omonime uguali
o tutls ¢ punti dell’intervallo, fatta astrazione dai punti di un aggregato
di misura nulla, e che tnoltre le due [unzioni hanno finite le derivate in
tutte ¢ punti dell’intervallo, tolti al pii i punti di un aggregato di misura
nulla, purché ciascuna delle due funzioni o pin generalmente la loro dif-
ferenza assuma in ogni aggregato di punti di misura nulla un aggregato
di valori di misura nulla.

5. Terminerd questa Nota con alcune considerazioni sul problema delle
funzioni primitive che hanno derivata determinata in tutti i punti. A queste
funzioni si applicano intanto le proposizioni precedenti: Ogni funsione avente
derivata delerminata e finita in tutli ¢ punti dell’intervallo a ...b ed inte-
grabile in tale intervallo ¢ uguale — a meno d’una costante — all’inte-

gmenti contenuti eiascuno nel precedente e che ha per limite un punto in cui almeno
una derivata ¢ infinita.

[ chiaro che: 1° I'aggregato € non & numerabile, perchd sarebbe numerabile e
quindi di misura nulla P'aggregato dei valori corrispondenti di /(2); 2° l'aggregato € @
contenuto in ogni derivato dell'aggregato dei punti in cui una derivata ® infinita, od almeno
si possono da esso sopprimere senza danno i punti che non appartengono a questo deri-
vato, perche l'aggregato dei valori di £(#) in essi ha misura nulla. Quindi se in un
aggregato di punti di misura nulla l'aggregato dei valori della funzione ha misura non
nulla, 1'aggregato dei punti in cui una derivata di 7(2) & infinita non pud essere riducibile,

Renprconti. 1906, Vol. XV, 1° Sem. 87




58—

grale indefinito della propria derz'vam.(f). Quando poi la derivata\ d‘clln,
funzione possa divenive infinita, la proposizione reste@ pur‘\'e%'a purche l'ag-
gregato dei valori della funzione in ogu.x -aggregato di punti 'dl‘ misura nulla
abbia misura nulla. Quando questa condizione non fosse soddisfatta, la propo-
sizione mon potrebbe sussistere perche, come si os.ser'vo Poc'auzi, una funzione
integrale non pud assumere un aggrega.t.o di \@101‘1 di .nnsnm .non nulla in un
aggregato di punti di misura nulla. Cionondimeno si pud dlmostrm.'e che il
problema delle funzioni primitive & ancora perfettamente determinato: se
ciod una fungione ha derivata unica e determinata in tulti © punti d'un
indervallo, la funsione medesima, ¢ determinata nell’intervallo, a meno d una
costante, dai valori della sua dertvala in un agqregato di punti dell'in-
tervallo, il cui aggregato complementare abbia misura nulla (*).

6. Per mostrarlo osserveremo anzitutto che:

Se una fungione ha derivate unica e determinata in tutli i punti di
un intervallo @ ... b e se tal derivata ¢ nulle od infinita in tutte i punti che
non appartengono ad un aggregato di misura nulla, la derivata medesima
¢ nulla in tutto Uintervallo e la funsione si riduce quindi ad una costante.

Nelle presenti ipotesi esistono infatti in ogni segmento punti in cui la
derivata @ nulla o infinita; ma la derivata non pud allora essere costante-
mente d'uno stesso segno (non nulla) in tutti i punti di un segmento, percheé
una funzione monotona non pud avere derivata infinita in tutti i punti di
un aggregato di misura w>o0 (°); e, per un noto teorema del sig. Dar-

(1) Quando la derivata & integrabile nel senso di Riemann-Cauchy, la proposizione
& nota (cfr. Schoenflies, Bericht. 4. Mengenlehre, pag. 213).

(%) Questa proposizione pud essere confrontata, almeno nei termini in cui & espressa,
con altre note, per es. la seguente dovuta al Volterra (V. Sui principi del calcolo inte-
grale, Giornale di Battaglini, 19, pag. 333) « Se la derivata di una funzione si conosce
«in tutti i punti di un intervallo esclusi quelli appartenenti ad un gruppo di punti ed
« ai suoi punti limiti, la condizione necessaria e sufficiente affinché si possa determinare
« la funzione primitiva (conoscendone il valore in un punto) & che il gruppo sia rinchiu-
« dibile in intervalli arbitrariamente piccoli ». Qui si osservi perd che il Volterra ammette
implicitamente di ragionar sempre sopra funzioni finite; nella proposizione in questione la
derivata medesima della funzione incognita deve supporsi finita. Una notevole divergenza si
mostra inoltre fra la proposizione citata e quella del testo, in quanto la prima enuncia
come condizione zecessarie una che non & affatto rispettata nell'enunciato del testo. Di
cid deve ricercarsi la ragione mella condizione che il Volterra viene ad imporre all’aggre-
gato eccezionale di essere chiuso ed in qualche dubbio che pud nascere su cid che le fun-
zioni che si offrono come esempio, diverse fra loro ed aventi la stessa derivata fuori del
gruppo eccezionale, possano non aver derivata nei punti di questo gruppo eccezionale. In-
vero, se si abbandona 1’ipotesi che il gruppo eccezionale sia chiuso, si trovera che una
proposizione in contraddizione coll’enunciata necessita, fu dimostrata dallo Scheeffer fin
dal 1885 (Acta Mathematica, vol. 5, pag. 282).

() Altrimenti, scelto arbitrariamente un & e un u, << @, prossimo quanto si vuole
a u, esisterebbe un y tale che l'aggregato dei punti # iu cui il rapporto incrementale

della funzione nell'intervallo @ ..z -k, per ogni h <y ¢ = L ha misura > u;
€
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boux () in ogni segmento in cui la derivata abbia valori di segno contrario,
esistono punti in cui la derivata & nulla: in ogni intervallo esistono dunque
punti in cui la derivata & nulla.

Si aggiunga a questa osservazione il fatto che la derivata (supposta
unica e determinata in ogni punto di @...&) costituisce una funzione di
1* classe del Baire e quindi rispetto ad ogni aggregato chiuso di valori della
variabile possiede punti di continuity in ogni intervallo (2); segue che in
ogni intervallo esisteranno segmenti in cui essa derivata resta piccola a pia-
cere. In un tal segmento non esisteranno punti in cui la derivata sia infinita:
quindi (pei n. 1, 2 della mia Nota precedente) la funzione sard costante in
esso e la derivata vi sard ovunque nulla. Negli estremi di tal segmento la
derivata sard ancora nulla: infatti, per la gia citata proposizione del sig. Darboux
fra due punti in cui la derivata assuma valori diversi, ne esistono di quelli
in cui la derivata assume valori intermedi; si conclude che non potrebbe la
devivata esser == 0 negli estremi del segmento senza esser == 0 in qualche
punto del segmento medesimo. L’'aggregato dei punti in cui la derivata puo
esser == 0 deve dunque esser contenuto nell’aggregato non denso — perfetto —
complementare a un aggregato di segmenti (e non puo contenere gli estremi
di questi segmenti). E si deve supporre che in questo aggregato esso sia
denso, perché ogni segmento in cui non esistano punti a derivata == 0 si puo
pensare previamente soppresso dall'aggregato. In ogni segmento contenente
punti di questo aggregato perfetto, son pure contenuti punti in cui la derivata
e nulla e che appartengono ad esso aggregato (gli estremi dei segmenti com-
plementari); quindi, per la ricordata proprietd delle funzioni di 12 classe, esi-
stera in esso un segmento contenente punti dell’aggregato medesimo ed in cui
la derivata resta piccola quanto si vuole; e riapplicando la proposizione gia
ricordata (Nota precedente n. 1, 2) tale derivata sara ancora nulla in tutti i
punti del nominato aggregato perfetto, contenuti in tal segmento. Ora questa
conclusione contraddice alla definizione di quell’aggregato. Ne segue la non
esistenza dell'aggregato medesimo.

7. Segue dalla proposizione ora dimostrata che se due funzioni hanno
devivata in tutti i punti dell'intervallo @...&, e, se si astrae da un aggre-
gato di misura nulla, vi hanno precisamente la stessa derivata, la loro diffe-

questo aggregato ¢ chiuso, e ripetendo per esso un ragionamente analogo a quello fatto

nel n. 1 per l'aggregato & chiuso Meyroz e nel n. 1 della Nota precedente per 1'aggre-
gato B, si concluderebbe che si pud determinare un aggregato di segmenti contenuto
in @..b in cui I'incremento della funzione & > ‘“;‘ e cio® grande a piacere.

(*) Cfr. Lebesgue, Legons sur l'intégration ete. pag. 89. Dini, Fondamenti per una
teoria delle funziont di variabile reale, n. 172.

(®) Baive, 7'hese, Sur les fonctions de variables réelles, pag. 30 (Annali di Mate-
matica, 1899).
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renza — la quale in tubti 1 punti di «... s ha derivata, e precisamente deri-
vata nulla o infinita, se si astrae dal nominato aggregato — deve ridursi ad
una costante onde risulta la proposizione enunciata alla fine del n. 4.

Si pud ancora rilevare che una funzione la quale abbia derivata in tutti
i punti di un intervallo e precisamente derivata nulla mnell'aggregato com-
plementare di un aggregato di misura nulla, dovendo essere costante, non
differira dall'integrale della propria derivata; fatto notevole se si osserva che
appunto per esemplificare i casi d'eccezione al teorema fondamentale del cal-
colo integrale furono immaginate le funzioni continue costanti a tratti, per
cui l'integrale della derivata & nullo senza che sia costante la funzione (*):
tali funzioni non hanno derivata determinata in tutti i punti dell'intervallo
e non possono quindi illuminare il problema nelle presenti ipotesi.

Matematica. — Sulle trasformazioni che lasciano invariata
la frequenza di insiemi lineari. Nota di ETTORE BorToOLOTTI,
presentata dal Corrispondente E. CEsiro.

Se si indica con 7, il numero degli elementi di una data classe C, che
sono compresi fra i primi » della successione w,,%s , ... %y, ..., la probabilita,
per um termine preso a caso [ra i primi n di quello successione, di appar-
tenere alla classe C, ¢ espressa dal rapporto /7' ed 24 limite, per n= oo,

7
di cotesto rapporto, rappresenta la frequenza deqli elementi di classe C
nella successione 1, -

I concetti di probabilita e di frequenza possono estendersi ad insiemi
[&], lineari non numerabili; intendendo per PROBABILITA des punti [£]
nell intervallo xz "X, il rapporto delle estensione esteriore della parte
di [&] contenuta in z "X, alle lunghesza X — z; e per FREQUENZA ded
punti [&] in @ (a punto o distanze finita, od o punto dell infinito), 4/
limite delle probabilita, che i punti [&] hanno in intorni di a, i cus
estrems St accostino indefinitamente ad o .

La frequenza viene, in gualche modo, ad indicarci il grado di conden-
sazione dei punti [£] intorno ad «; e pare intuitivo I'ammettere, che se ai
punti dell'intorno 2 "X, dove l'insieme [£] & dato ed il punto « & conte-
nuto, si fanno corrispondere quelli del segmento y(z) ~ #(X), mediante una
operazione y = f(xz), espressa da una funzione sempre crescente insieme con
la sua derivata; nella corrispondenza biunivoca ordinata, continua, che cosi
si stabilisce, la frequenza sia un elemento invariante.

(*) V. Harnack, Math. Ann. 24; Schoenflies, 1. e, pag. 166 e seg.




