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renza — la quale in tubti 1 punti di «... s ha derivata, e precisamente deri-
vata nulla o infinita, se si astrae dal nominato aggregato — deve ridursi ad
una costante onde risulta la proposizione enunciata alla fine del n. 4.

Si pud ancora rilevare che una funzione la quale abbia derivata in tutti
i punti di un intervallo e precisamente derivata nulla mnell'aggregato com-
plementare di un aggregato di misura nulla, dovendo essere costante, non
differira dall'integrale della propria derivata; fatto notevole se si osserva che
appunto per esemplificare i casi d'eccezione al teorema fondamentale del cal-
colo integrale furono immaginate le funzioni continue costanti a tratti, per
cui l'integrale della derivata & nullo senza che sia costante la funzione (*):
tali funzioni non hanno derivata determinata in tutti i punti dell'intervallo
e non possono quindi illuminare il problema nelle presenti ipotesi.

Matematica. — Sulle trasformazioni che lasciano invariata
la frequenza di insiemi lineari. Nota di ETTORE BorToOLOTTI,
presentata dal Corrispondente E. CEsiro.

Se si indica con 7, il numero degli elementi di una data classe C, che
sono compresi fra i primi » della successione w,,%s , ... %y, ..., la probabilita,
per um termine preso a caso [ra i primi n di quello successione, di appar-
tenere alla classe C, ¢ espressa dal rapporto /7' ed 24 limite, per n= oo,

7
di cotesto rapporto, rappresenta la frequenza deqli elementi di classe C
nella successione 1, -

I concetti di probabilita e di frequenza possono estendersi ad insiemi
[&], lineari non numerabili; intendendo per PROBABILITA des punti [£]
nell intervallo xz "X, il rapporto delle estensione esteriore della parte
di [&] contenuta in z "X, alle lunghesza X — z; e per FREQUENZA ded
punti [&] in @ (a punto o distanze finita, od o punto dell infinito), 4/
limite delle probabilita, che i punti [&] hanno in intorni di a, i cus
estrems St accostino indefinitamente ad o .

La frequenza viene, in gualche modo, ad indicarci il grado di conden-
sazione dei punti [£] intorno ad «; e pare intuitivo I'ammettere, che se ai
punti dell'intorno 2 "X, dove l'insieme [£] & dato ed il punto « & conte-
nuto, si fanno corrispondere quelli del segmento y(z) ~ #(X), mediante una
operazione y = f(xz), espressa da una funzione sempre crescente insieme con
la sua derivata; nella corrispondenza biunivoca ordinata, continua, che cosi
si stabilisce, la frequenza sia un elemento invariante.

(*) V. Harnack, Math. Ann. 24; Schoenflies, 1. e, pag. 166 e seg.
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Ho verificato invece, che questa invarianza mon sempre si verifica; ma
dipende dalle rapidita con cui Ia Y(z) tende ad y(«), mentre 2 tende
ad «.

Piu precisamente: essa ha luogo per tutte le trasformazioni che si ope-
rano mediante funzioni y(z), nelle quali la rapidita della tendenza al limite
(), non & superiore a quella che pud essere rappresentata con potenze
reali (z— o)™ della differenza 2 — @3 ma che, per funzioni le quali tendono
al limite con rapidith maggiore di quelle esprimibili in cotesta forma, la
frequenza mon pud dirsi invariante, se non si impongono speciali limitazioni
circa la definizione degli insiemi [£] considerati.

Questa Nota fa seguito alla Nota Sopra wna ricerca di limite stam-
pata in questi Rendiconti, e non ha la pretesa di trattare in modo esau-
riente 1'argomento, difficile, e, credo, importante; ma di dare notizia dei
risultamenti ottenuti e del metodo seguito per questi studi; non tentati, che
1o mi sappia, da altri, ed accennati appena in poche righe di una mia Nota
precedente (1).

Uno sviluppo piti completo dovrd trovarsi in una memoria, che fa parte
di una serie di studi sulla convergenza di algoritmi infiniti, nel volume in
corso di stampa degli Atti della Accademia di Scienze in Modena.

1. Indichiamo con [£] un insieme di numeri reali comunque definiti,
e con S(z,X), la estensione esteriore della parte di questo insieme conte-
nuta nel segmento z "X .

2. Frequenza dell’ insieme [E] nel punto dell infincto, € il limite
(quando esiste)

. Sz, X)
® & 112113 X—2z

8 2 finito, costante.

8. requenza dell'insieme [&] nel punto a a distanza finita, & il limite
(quando esiste)

\ lim S(2, X)

(2) = X—z’
2X—.z‘>0 , e=a=X.

4. Per x =a , si ha la frequensa a destra, per X =a, la frequensa
a sinistra di a .

(!) Cfr. questi Rendiconti, vol. XI, 2° sem., 1902, fasc. 2°: Contributo alla teoria
degli instemi.
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5. Sia z, una successione soddisfacente le condizioni (V)

Lo — & xn'—xn—1>09

wn xn—l
lim —————

=0 (e finito);
n=x a_';'/}n_l

(3) lim z, =a ,

= o P — e
= lim =——==1 — (a=o0);
n—o .2‘,1_1 —— )

la frequenza a sinistra nel punto ¢ a distanza finita si potrd calcolare cer-
cando il limite

. S(x,, y d) . S(Iu s xn+1) —I— S(J/‘;H—l ) xn+~2) +
1 p—t 1 3
(4) ”1:11;‘ 04— Zn nli]i (w)hb-l = [L‘;;) + (vru-a—?. o= $n+1) +
e quella nel punto dell'infinito, cercando il limite
S (zon ) S0, 21) +8(21, 25) - -+ S(z0s s @)
5 1 = lim
(D) nlzn:: Ln — Lo n— n(«/é'l_fo)—i— ocv_((/l ‘l— —]—(/,,L—l/” 1)

6. Se noi ora supponiamo che la variabile

Brn=a— z,.
abbia ordine finito di infinitesimo; osservando che
J,‘?n = Tn—1 — Tn,

ed applicando il teorema 2° (v. anche l'enunciato del teor. 3°) della mia
Nota: Sopra wna ricerca di limite, avremo dalla formola (4), che se esiste
il limite

{ SIS (2oh ) S(fl, cg) S(//‘/z—l Zn) )
(6) ,l,l:n;lon(xl—xo + i + e T

questo ¢t da la [requenza dell’insieme dato nel punio o (°).
7. Similmente, se la variabile
B/i = &n — Lo

7

e infinita di ordine finito, dalla (5) si deduce che, quando esiste il lLimite

L S(@os21) S(‘/, S0 S(Zn1'y 2)))
,1,1_mn( Z), — Zo + + 5

/u 'Z;A—l S t

4@y, ekl .
—— =0, che noi richiediamo per la successione ¢, = a — 2,
n

() La condizione

(per @, finito, @, =2, , per a infinito), & soddisfatta da tutte le variabili monotone Pn

che decrescono meno rapidamente di ¢=*# , o che crescono meno 1 ipidamente di ¢ (cfr. Bor-

tolotti, Sul limite del quoziente di due funzioni, Ann. di Mat. t. VIII, serie III,
pag. 273 e seguenti.

(%) Intendiamo la frequenza a sinistra, altrettanto pud dirsi per la frequenza a

destra; per punti a distanza finita noi ci limiteremo, in sequito,
quenza o sinistra.

@ considerare la [re-
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questo ci da Uespressione della frequenza del dato insieme, nel punto del-
Uinfinito. Se lo variabile B, =2,—z,, ¢ infinita del primo  ordine il
limite (6) esisle sempre in tutti i casi in cui esiste il Limite (5), cioe in
cur ¢ determinata o frequenza che [insieme dato ha mnel punto dell’infi-
nito ().

8. Riassumendo si ha il teorema:

Se Lo successione sempre crescente x, tende al punto a (all'infinito)
e le differense o — 2, (20— 2,), somo per n= oo, infinitesime (infinite)
de ordine finito, la frequenza dell'insieme [£] nel punto o e espressa dal
limite (se esiste) per n= o della media delle probabilita, che i punti [£],
hanno, rispettivamente, negli intervalli z, ~z, , 2, ", . Dne1 Zn deter
menati dai punti della successione .

Questo limite sicuramente esiste, se ['insieme dato ha, nel punto
Zn== 00, [frequenza determinata, ¢ se la successione &, — x, ¢ infinita del
primo ordine per n = .

9. Sia @(2) la éndicatrice di frequenza (*) dei punti [£].

La estensione esteriore della parte di [£] contenuta nel segmento z "X,
sard data dall’integrale definito:

(7) S(z, X) zf:go(;i:) dz.

10. Se, mediante la funzione continua, derivabile, sempre ecrescente o
sempre decrescente y(«), si fanno corrispondere ai punti del segmento 2z =X,
quelli del segmento y(z) ~(X); all'insieme [£] corrisponderd un insieme [7],
la cui estensione esteriore sard parimenti espressa dalla formola

$(y(a), 9() = [ 0(9) dy,

(8) y=y@) Y=yX);
@(y) indicatrice di frequenza dell’ insieme

Ly =y(®1;

o dall’altra equivalente:

(9) Mo Y= {‘xg(;f:) .Y (@) da;

@ se supponiamo la ' continua nel tratto z ~X, avremo la relazione

(S, V) =y'(>+ 06X —2)) Sz, X)
W= (g,

(*) Cfr. la Nota: Sopra una ricerca di limite, al teorema 1°. w

(*) Si prenda ciod @[&]=1, @(@)=0, per 2 =3=&. Cfr. Cesaro, Sull'uso della in-
tegrazione in alcune questioni di Aritmetica. Rendiconti Cire. Mat. di Palermo t. I,
pag. 298 e seguenti.

(10)

!
|
‘»
|
i
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11. Teorema. Sia y(x) una funzione reale della variabile reale 2 ,
infinita di ordine finito per z = o , monotona, insieme con la sua derivata
y'(@), in tutli ¢ punti @ distanza finita di un determinato intorno &, oo
dellinfinito ; la quale trasformi biunivocamente ¢ punti del raggio x, ~oo,
in quelli del 70ggio Yo "0 .

Ad ogni insieme [&], di punit 2, con frequenza determinata nel punto
dellinfinito, corrisponde un insieme [n=y(&)], di equale frequenza.

Preso ad arbitrio il numero positivo 7, si costruisca la successione

(11) Ln =— Lo + wh .
Ponendo
(12> o — Z/(x/z) )
dalla formola (10) ricaviamo
S (Y1 » Yn) _ S@no1 0 Zn) _ S(@ar  2n)
/Z/ & ?-/’(‘]:”—1 + U:l—-l ]Z) h Lp — Lny

e, per la applicazione del teorema sui limiti gia ricordato (*), |
7

> 8(#izr » i)

. . _
lim o — i S(Yo > Yn)

1

SE O e e e ) i Zh Y (@i - 0im1 B)
=1 1

= lim 5 Z é—(x—i'l <
1

n=ow 1 Ly — L

Ma il secondo membro rappresenta la frequenza dell'insieme [&7] nel
punto dell'infinito; indicando tale frequenza con o, avremo dunque :

3(z :
= i — (%o, 9)

4o _‘: hy (2o = 6i1 F)
1

D'altro canto si ha
> by (@i - 8ims 1) = y(20) — y(20) + I (2001) — §/'(20))
1

—h <9 <h;

ricordando che

N

o (z)
n=x y(J})

n
(*) Questa applicazione & lecita perche X y'(2,) ¢ infinita di ordine finito; vediamo
1

infatti, che si comporta assintoticamente come y(2,), ed essendo #, infinito del primo
ordine, y(2,) ha, rispetto alla 7z, lo stesso ordine che y(z) ha per » =w.
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abbiamo dunque :

SO (T
o = lim 5o 4x) :
n=» ,7/'/1 S ?/0

0 cid, per quanto si & detto al n. 6, e per le ipotesi poste sulla crescenza
della y, mostra appunto che lu frequenza dell’insieme [n — y ()] nel punto
Y=o ¢ determinata ed eguale ad o .

12. Volendo esaminare la possibilita di estendere il risultamento trovato
a funzioni y(z), crescenti pin rapidamente di qualunque potenza reale 22
di z, (come sarebbero 2% %, g% z#...); osservo anzitutto che, preso un nu-
mero positivo /4 arbitrario, la successione

Yn="10 1k
corrisponde ad una successione z,, determinata dalla relazione
Yo =03
la quale cresce tanto pit lentamente, quanto piu rapida & la crescenza
della y(z).

Essendo 7, infinita del primo ordine, rispetto ad #, avremo la fre-
quenza dell’ insieme [n= y ()], cercando il limite

111}1 1 % 5(//[-—-1 ) 7/'_) :
n=x N = ‘7/1—‘?/1—1
ma, per la (10),
liln l }L 5(.//(—1 3 7/1_) B 1111] 1 % S(L‘l—l \ Li) f/'(t’(‘«—l ‘I[— 61—1 411'1’) =
n=o N & Yi— Yi=1 n=» N &t Vg ===

5 JJERE S Li—y 3 L
— Thin =Y — [(( L Zi) .
n=x % &1 & (Yi-1 + OF) (¥i — Y1)

S s U o S S (s @)
(11) lim =S (/““_) = = O(Zio1 , 2 y
n=0 % =1 Yi — Yi— n=» % = &i— Ti—

Se questo limite esiste, si ha:

lim = > bl ) lim Dl )

n=o % &T Ti — &iwr n=o &n— Lo

perché siamo in uno dei casi in cui il teorema sui limiti, pid volte citato &
valido; precisamente in quello noto da lungo tempo, di vaviabili &, = a2, —
— &y, positive infinitesime, e di variabili B, = @, — @, infinite, per » = o .

Se dunque l'insieme [ = y(&) ] ha frequenza determinata nel punto
dell'infinito, 1'insieme dato [&] ha la stessa frequenza; onde potremo dire, che
per effetto della trasformazione

y=y(@),

Renprcontr. 1906, Vol. XV, 1° Sem.

(9/2)
o
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quando la y(x) abbia, per &=, ordine di infinilo superiore a quello de
o della @, un insieme di data frequenza st tra-

qualungue potenid reale &
frequenza, o che non ha frequensa deter-

sforma in un insieme di eguale
minata, per Yy = o .

13. Un esempio di insieme [&] 2 frequenza nulla, cul, per la trasfor-
mazione 7 = e® corrisponde un insieme a frequenza non infinitesima, ci &

dato dai punti contenuti nel segmenti

s =0 + a 29— 2 _{_ a 2 /[n— l” @ )’I
alatf—,a" o — ), ..,a" == han
lga’ 530/ 1g @

(a>e.

Subito si verifica, infatti, che il massimo limite del rapporto ——, &
quello verso cui tende la successione

s o\ a i \NE [ N
( o e e e _A
S()’U +(lg a,) ) _lga (1g a) i +(1g u)

- )

n i_ % 7n __(é_ &
# (1g a> % +(lg a)

¢ che questo e zero.
La corrispondente successione

(T () ()

n ,ﬁ_)” a \r
2 *(1@ a an*'(;;/)
e

¢ —1 ST |

ha tutti i suoi termini maggiori di quelli della successione

la quale tende al limite 1.

; 14. Un esenpio .dl' insiemi [£] pei quali il limite (11) sicuramente esiste,
?ua unq;l)gl S lzlL rapiditd di crescenza della y, 1'abbiamo quando sz ammetia
o possibilita di far corri 2 w it

P ¢ far corrispondere ad ogni nwmero dato positivo &, U
numero z. tale, che
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Si ha allora:

i S(xi—x s L_Q = 1 Z S(-Z'i—l 5 ) — S(Zo 1) e
n

n=» Li— Li—) n—=mn Lo

0,

Zi— Zi—1 n=» &n
ed anche (formule (11)),

§
lim S@e ) _

n=» Yn— Yo

E)

cioe, ['insieme dato ed il swo trasformato hanno frequenza infinitesima.

Questo caso & particolarmente interessante per lo studio della conver-
genza

15. Hsistono teoremi analoghi per la frequenza in punti a distanza finita,
e per operazioni che fanno corrispondere il punto dell'infinito a punti a di-
stanza finita, o reciprocamente; le cui dimostrazioni, fondate sugli stessi
principi di quelle superiormente esposte, si troveranno in una Memoria che
presto sara stampata negli Atti della R. Accademia di Scienze di Modena.

Fisica. — Sulla variazione di isteresi nei corpi magnetici
in campi Ferraris sotto l'azione di correnti continue, interrotte
ed alternate e di onde hertziane (*). Nota del prof. RiccarDpo
ARNO, presentata dal Socio G. CoLOMBO.

In correlazione ai miei precedenti lavori sulla variazione di isteresi nei
corpi magnetici in campi Ferraris sotto l'azione di correnti continue, inter-
rotte ed alternate e di onde hertziane (%), ho stabilito una nuova ricerca spe-
rimentale con lo scopo precipuo di studiare gli effetti di una corrente alternata
di data intensitd e frequenza sul ciclo di isteresi di un ecilindro di aceciaio
sospeso in campi magnetici rotanti della stessa intensitd, ma di frequenza
diversa (®).

(*) Lavoro eseguito nel Laboratorio di elettrotecnica del R. Istituto Tecnico Supe-
riore di Milano (Istituzione Carlo Erba).

(*) Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1° sem., 1904, pag. 272; Atti dell'Asso-
ciazione elettrotecnica italiana (Comunicazione fatta alla sezione di Milano nella seduta
del 25 maggio 1904); Rendiconti del R. Istituto Lombardo di scienze e lettere, 1905, serie 2,
vol. XXXVIII, pag. 142; Rendiconti della R, Accademia dei Lincei, 1° sem., 1905, pag. 278;
Rendiconti del R. Istituto Lombardo di scienze e lettere, 1905, serie 2, vol. XXXVIII,
pag. 438; Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1° sem., 1905, pag. 368; Rendiconti
della R. Accademia dei Lincei, 1° sem., 1905, pag. 512; Atti dell'Associazione elettro-
teenica italiana (Comunicazione fatta 1'l1 ottobre 1905 all'Assemblea Generale di Firenze);
Society italiana di Fisica (Comunicazione fatta alla Riunione annuale del 1906 in Roma).

(%) Osservo che, per tenere conto della variazione della resistenza induttiva delle spi-
rali induttrici destinate ad essere percorse dalle correnti alternate di frequenza diversa

|




