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Matematica. — der la in
" punto. Nota di B ta dal Socio U. SEGRE.

Nei numeri 5-7 , pubblicata in
AN C 1 1CL1 O~ t

nesti Rendicont no occupato brevemente
quesul L icouul \

lelle proprietd che ad ) ipotesi che essa abbia

derivata det wunto. A quelle osser-

vazioni vogl ro m mi paiono privi d’inte-

resse.

: ) segmenti dell’ ag-
n denso T ha

(rariamente

). esiste | cur una derivata
Q tra /m.\'//izw asse-

)
Sia invero S gareg nentari a T e sia m ... n
_n) un segmento di S: s () ,m,n] < a; per la
continuitd di f| sist lunque sia ¢ <p, 7[/(2),
—:— :i* P 1 denso, in /1.../1—}-]) esi-
st segmenti di S, e sistono di questi segmenti inte-
ramente contenuti in f uno di questi segmenti
0 € g un numero p, tale che, qua-
lunque sia ¢, < p,,7[ ~+ 7. Sia 7, 4 p un numero
‘Illx’xlwxlwillr r -;—1/, N —f—/), Nell' in-
tervallo #, ...n, I SE g di S, e sia M. ... 7 UNO

ora s u u q que sia g < pe, 7[f(2),
—AA\ &S . T 5 i ’j‘x<":+[“.‘)-

Proseguendo in ques : ra una successione illi-

tata di intervalli —

. g =+ Py, ... contenuti

edent neiare dal secondo sono
mir di 10 quindi supporre tendano a 0,
dell’ arbitrarieta d ]

luestl segmenti avranno quindi
in punto limite / interno

I punti ; si avvicinano ind ] quindi una derivata a sini-
stra di f(z) in / sard cert 7 D'

tra parte si osservi che: 1°. / &
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punto limite degli estremi z,#,, #. ... di segmenti di S; quindi appartiene
a T. 2° Si ha [—n<p e p si pudo assumere piccolo a piacere; quindi
ogni estremo destro 7 di segmenti di S ¢ limite di punti /; siccome 1 punti »
costituiscono un aggregato denso in T, lo stesso avverra dei punti /.
[videntemento il ragionamento si puo ripetere per dimostrare 1'analoga
proposizione per le derivate a destra; ma si puod fare di piu: determinato p
e m, ..., come sopra si disse, si scelga », tale che n<m, —7», <m, e
che, qualunque sia s, <7, sia 7[f(z),m, — s, m]= e« - 1; poi si scelga
il segmento 7 ... 72, di S nell'intervallo 7, — 7, ..., e si determini p, in
modo che ny < ne -+ po < i, e che, qualunque sia g, <p., sia 7[/(z),
M » Ny - q2] = « 7. E cosi si prosegua prendendo i punti z —-p, 2, pe,
s = Py ... rispettivamente a destra dei punti 7 n, ny ... e 1 punti m, —r,,
Mg — 7'y, ... rispettivamente a sinistra di m,, ms, ... 1 segmenti m ... n 4 p,
My — 7'y woe g s Mg on Wy —F= Pa y Mg — T3 wve Mg, .. AVIADDO ancora un punto li-
mite /° per cui sard

rEf(z)y Maiy ] =17 Az ol il <o =1

Nel punto /' sard quindi = « -7 tanto una almeno delle derivate a
sinistra quanto una almeno delle derivate a destra. Cosi:

Nelle stesse ipotesi dell’enuncialo precedente esiste pure in T un ag-
gregato denso di punti in cui una almeno delle derivate cosi a destra
come a sinistra ¢ = a 1.

Il nwmero v si puod anche supporre = 0. Bastera infatti, nei prece-
denti ragionamenti, considerare al luogo del numero fisso 7 una successione
di numeri # ,%, ,%s ... tali che lim#; =0 e supporre i successivi rapporti

=
inerementali minori rispettivamente di ¢ -7, a7, e+ 7., ... (7).

9. In forza di questo lemma si pud enunciave che:

Se una funzione continuo 7 (z) ha derivata determinata in ogni punto,
Vaggregato dei punii in cui tal derivata vale - o non pud esser denso
in un aggregato perfetto T, complementare ad un aggregato di segment:
in cui il rapporto incrementale di [(z) sia = e, dove « ¢ un numero
finito arbitrario.

Infatti in T sarebbe pur denso un aggregato di punti in cui la deri-
vata di /(x) sarebbe = e: in tutti i punti di T l'oscillazione della derivata,

(1) Facile corollario di questa proposizione & che se f(@) & una funzione continua
costante a tratu, nell’aggregato complementare dei trattt di invariabilita dv f(z) 2
denso un aggregato di punti in cui una almeno delle derivate a destra e a sinistra
della funzione @ minore d' un numero positino arbitrariamente assegnato, ed anche e
precisamente nulla (Cfr. Schoenflies, Bericht . die Mengenlehre, pag. 169, dove il risul-

tato © ottenuto con procedimento del tutto differente).
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vapporto a T sarebbe quindi = —-oco. Ora cid & assurdo, perche essa deri-
vata @ una funzione della 1° classe del Baire.

3. Possiamo dedurre di qui che:

L'aggregato dei puati in cui una funsione conlinua [(x) avente deri-
vata determinata ovunque ha derivata infinita ha misura nulla (').

Si supponga infatti che l'aggregato A dei punti in cui /'(2)= -0
abbia misura « > 0. Sia 4 la misura dell intervallo totale in cui la fun-
zione si considera; fissato arbitrariamente un @' >>0 e < si pud deter-
minare un aggregato S’ di segmenti contenenti zel loro interno tutti 1 punti
dell'aggregato complementare di A ed avente misura = 4 — u'. L'aggregato
perfetto A’ complementare a questo aggregato di segmenti & interamente
contenuto in A; quindi in esso /()= oc. La sua miswa & < u'

Si ordinino i segmenti di S" in un ordine determinato: se per uno di
essi avviene che esso sia contenuto in un intervallo tale che la parte di A’
contenutavi abbia misura nulla, gli estremi destro e sinistro d'un tale inter-
vallo saranno estremi destro e sinistro rispettivamente di segmenti di §'
ovvero sono punti di condensazione di questi estremi; cosicche, considerando
ordinatamente, nell'ordine prestabilito, questi segmenti si potranno rinchiu-
dere nei segmenti di un altro aggregato di segmenti S, tale che 1'aggregato
complementare T & interamente contenuto in A’, ha la misura o' di A’ e
la parte di esso contenuta in un intervallo qualsiasi non ha mai misura nulla.

Fra i segmenti di S ve n'ha infiniti in cui il rapporto incrementale
di f(z) é < 0; e precisamente gli estremi di questi segmenti formano un
aggregato denso in T.

Si supponga infatti che cosi non fosse e sia «... 8 un intervallo con-
tenente punti di T e tale che il rapporto incrementale di ;(z) in ogni seg-
mento di S contenuto in esso sia > 0. Sia f(8) — f(«) =1 e sia » (certo
— 0) la misura della parte di T contenuta in «.. 8. Sia 7z il primo punto
di T seguente « (interno ad «..3) e sia z .. 7 x un qualunque inter-

. I
vallo interno ad «..g tale che »[f(z),7,7w -4 x]>-e che w4 g sia
7

estremo sinistro d'un segmento S. Sia 7r; il primo punto di T interno ad
« ... e seguente |- x; si operi sopra s, come or ora sopra 7, e cosl si
prosegua sui punti 7, , 7, ... successivamente ottenuti e sui loro punti li-

(1) E facile vedere che, al contrario, questo aggregato potrebbe avere misura finita
Jualun
Avy

si potra dire che: condizione necessaria e sufficiente perche una funzione avente deri-

se la funzione non avesse derivata in ogni punto.

cinando questa proposizione a quella enunciata nel n. 2 della Nota sopra citata

vata ovunque sia — a meno d'una costante — l'integrale indefinito (nel senso del Le-

ho

]

sque) della propria derivata ? che questo integrale esista e che abbia misura nulla

l'aggregato dei valori della funzione in ogni aggregato di punti di misura nulla (Cfr.
il n. 6 della Nota presente).
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miti, qualora qualche successione di questi punti si condensasse verso un
punto interno ad «...#. Si determinerd una serie di segmenti (') contenenti
nel loro interno la parte di T interna ad @..f ed i cui segmenti comple-
mentari appartengono tutti ad S. La misura totale di questi segmenti sard
> v; quindi la somma degli incrementi di f(z) in essi & >1;-=I: se in
tutti i segmenti di S interni ad «...# 1 incremento di [(z) f;sse > 0, sa-
rebbe /(8) — f(a) >1, contro 1’ ipotesi.

Si applichi allora il ragionamento del n. 1 scegliendo sempre i segmenti
m; ... n; fra quelli in cui il rapporto incrementale di [(z) & =0: si giun-
gera alla contraddizione gid rilevata al n. 2 (con @« =0). Cosi & provata
la nostra proposizione.

4. Se ora si riprende la proposizione dimostrata nel n. 6 della mia
Nota sopra citata, si vede che:

La differensa di due funzioni avenli la stessa derivata in ogni punto
non puo aver derivata in ogni punto senza ridursi ad una costante.

Per vero se due funzioni hanno derivata, e precisamente la stessa deri-
vata in ogni punto, la loro differenza ha derivata in tutti i punti che non
appartengono all'aggregato dei punti in cui la derivata data assume i va-
lori ==oco; in questi punti poi la derivata pud esistere o non, esser finita
od infinita: ma per la proposizione ora dimostrata questo aggregato ha mi-
sura nulla; se allora si suppone che anche in essi la differenza considerata
abbia derivata, si pud applicare la proposizione del citato n. 6 della Nota
precedente e concludere che tal derivata della differenza é nulla in ogni punto.

In altri termini:

Se una funsione ha derivata in ogni punto, essa ¢ determinata dai
valori della derivata, a meno di una costante o di una funzione @(x)
che non ha derivata in ogni punto (*).

E facile vedere che la funzione ¢(z) non pud nemmeno soddisfare alle

condizioni — piu larghe di quella di aver derivata — che sia, per ogni «,
n () - =
. g(2 -+ h) ..q)}i.l)—f—w(.z h) e
h=0

e che esista una successione di numeri #, A, ... decrescenti e tendenti a 0
tali che esista, per ogni z, il lim rlo(z), z,z 4+ k] (3).
1=

(*) Questo ragionamento ha grande affinitd con quello discusso nella mia Nota: An-
cora alcune osservazioni sulle funzioni derivate (Questi Rendiconti, questo volume) e, in
qualche piccolo particolare, pud essere regolarizzato imitando i ragionamenti di quella
Nota.

(*) Inesattamente quindi al n. 5 della Nota citata si afferma che la funzione & de-
terminata dalla sua derivata, a meno d'una costante.

(x4 h) — 2¢(2 z — h
(3) Infatti dalla relazione lim ] qj}(!”+¢“ Y
h=0

= 0 segue anzitutto

|
il
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dei numeri precedenti indicano come si possa co-

5. Le osservazioni
b una funzione avente derivata in

struire in un determinato intervallo a ..
unti di un determinato agaregato G,

ogni punto, e derivata infinita net |

perfetto di misura nulla.
Sia cioe S l'agoregato dei seomenti complementari di G: si ordinino
{ segmenti di S in una serie semplicemente infinita (che si pud, per fissare le
idee, supporre disposta secondo le lunghezze crescenti) e a claseun segmento s
ia corrispondere un numero positivo a@; 1n modo che, detta

della serie si face
finito arbitraviamente assegnato, sia

o: la lunchezza di s; e A un numero

/

|

lim = = 4o ai<A (V).

7y

In ciascun intervallo s si definisca quindi una funzione continua, deri-
vabile. avente derivata infinita negli est emi dell intervallo (e che per sem-
plicitd si potrd supporre monotona) e che nell intervallo medesimo assuma
1 ineremento a;. In ogni punto dell'agerecato S risulterd definita una fun-

zione f(z), derivata della fanzione considerata nell intervallo cui il punto

che la funzione g(z) soddisfa al teorema ] med ) i certo intervallo « ...p
: . ente funzi 2 k., esis ell'inter o almeno un punto in
] zions h S ! ¢ (Cfr. Harnack, Math. Ann. 23,
pag. 249, Lehrsats 6): lalla relazi medesima seg noltre che le derivate a destra
€ riv 1 S tra g(z) sor 190 n ogni punt E facile allora vedere che
si T I il ragionamento ¢ ( si stabilisce, per le funzioni aventi derivata ovun-
t {cl Darbousx (V. p. es. Lebesgue, / s sur lintégration, Paris, 1904,
pag. 89) e dire cl se AeBs umeri compresi e derivate superiore ed infe-
: 0 2 a «, B, esisie nell'u allo « ... B almeno un punto
= @ ; 2 Q n numero C arbitrara-
53 A B. Si consk la fur ne di 1* classe del Baire
li n (¢ + s precedenti, si applicano tutti i ragionamenti
del n. 6 della mia Nota gia citata le si pnd concludere che in ogni punto lim r[¢@(z)
i=oe
L AR1=0 derivata @ wulla in ogni-punto ove essa esiste. Ray-
vicinando questo fatto alla generalizzazione ora ricordata del teorema del Darboux si cun-
< o punto g ta 1
: S
) Bastera, per es., st porre | .\—,: in somme parziali N 6; in modo che.
—pre
post
0 =j Mg+ =Mj+a
\'7.=\ > i j+1, Sla per ognl j Nt l-lft
= =t =, L Tt
%z =" 1

" A )
e assumere quindl g =7 " ( ( r 1 i
qnindi - 3 - ’ 7 per tutti gli © compresi fra ma e Mo+ -




N L P— 3 - _ - =
T ——— :

— 415 —

appartiene. Si completi la definizione di /(«) ponendola = - oo nei punti
di G e si ponga infine
F(z) = f/’(@) dz .

Sard F(a) =0, F(b) = > a; < A
per ogni z, F(z) =< A; infine

r[F(z), 2,2 4 h]= %ff &) dz.

; inoltre F(2) sard monotona e quindi,

Se allora esiste un %, tale che 1'intervallo z . & = Iy sia interamente
contenuto in un segmento s;, & evidentemente

}!n /[F(-Z) T + /l] = /‘(‘7));

se invece un tale %, non esiste, si ¢chiamino generalmente s, gli s; apparte-
; nenti ad 2 ...z -} h; sard

t

I a+h ¥ ik
‘ f f(z)de=) a,=> Zo
! - : =~

t O'l
h = i a7.
t
Quindi il valore di 7[F(z),,z - ] sara maggiore del minimo valore dei
| rapporti ZT[‘; diminuendo % diminuiscono i o, e cresce quindi indefinitamente
il loro posto nella serie dei o;; quindi, per % sufficientemente piccolo, il mi-

> . . az Jm G )
nimo nominato di = diviene grande a piacere e
t

lim r(F(2), @, 2 + 1] =+ = /().

| Ugualmente si ragiona nel calcolo del lim »[F(z), 2,2 — &].

In ogni punto adunque la funzione F(z) ha per derivata f(z).

6. Basta ora aggiungere alla funzione F(z) una funzione (del tipo di
quelle dell’ Harnack) (!) costante a tratti nei segmenti s;, per ottenere un'altra
funzione avente ancora derivata in ogni punto, e la stessa derivata di F(z),
| ma non identica a questa. E la nuova funzione potrd avere nell intervallo
@ ...b un incremento arbitrario mentre, assumendo A sufficientemente piccolo,
si potrd supporre che l'integrale della sua derivata sia piccolo a piacere (2).

(*) Harnack, Math. Ann. 24, p. 227-230; Schoenflies, Bericht 4. die Mengenlehre,
Jahresberichte d. d. Math.-Verein. 8-1900, p. 171.
| (2) Si deduce 1'indipendenza delle due condizioni enunciate nella nota al n. 3 come
necessarie e sufficienti per la validita del teorema fondamentale del calcolo integrale, nel
caso di funzioni aventi derivata ovunque.

| REnpiconTr. 1906, Vol. XV. 2° Sem.
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