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Chimica. — J/)/)/[.Ct‘l:/.()/!(’ del metodo del /n)/////t‘)’/.r)/’// all’iso-
lamento dell’emanazione contenuta nei soffioni boraciferi. Nota del
Socio R. NASINI.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo faseicolo.

Matematica. — Sull’estensione del metodo d integrasione di
Riemann all’equazioni lineari d’ordine n con due variabili ind-
/)m/e/w!f. Nota del dott. P. BuraaTri, presentata dal Socio V. CiRr-
RUTI.

In questa Nota mi propongo di esporre per sommi capi 1l'estensione del
metodo d’integrazione di Riemann all'equazioni differenziali lineari dell'en-
nesimo ordine con due variabili indipendenti a caratteristiche reali, consi-
derate sotto la loro forma piut generale; ponendo in luce i punti essenziali
che il successo del metodo assicurano, e tralasciando qualche dimostrazione
e taluni caleoli, che, richiedendo lungo discorso e estesi sviluppi, mi obbli-
gherebbero a oltrepassare i limiti dello spazio che qui mi & concesso. Spero
tuttavia che la concisione non sia per nuocere alla chiarezza.

Degli autori che prima di me hanno studiato quest'argomento ricorderd
il

si riducano a due sole reali e distinte, e il sig. Holmgren (2), che ha preso

w

ig. Delassus ('), che ha considerato il caso in cui tutte le caratteristiche

in considerazione le equazioni del terzo ordine sotto una forma ridotta.
1. Sia data un'equazione lineare d'ordine » con due variabili indipen-
denti rappresentata da

n /e N7 2 n—1 =] Wz
SO i NS ) S CHITTGAR T 1 e =L
©) —(”) Y e L 7-( s $1s Sgn—1-s Yk T G s =

ove le a,; sono funzioni di z e y, continue in una regione R del piano in-

successive derivate fino a quelle che qui occorre considerave.
L'equazione differenziale delle caratteristiche &

sieme alle loro

5 i (lf} 2 (;—,/)1_<§_{J)= 0;

(*) Annales de I'Ecole Normale, 1895.

(%) Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, K. Svenska Vetenskaps-Akademien,
Stockholm, Band I, 1904.
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noi supporremo che esse siano tutte reali e distinte nella regione R del
: ! dy f
piano. Lungo una di esse, essendo - 4 —‘—/: E[, si ha ancora
; L 2 Y
z. n
(19 (— 1) ) Qos dy=2dzs— 0.
=0 $
. : . (dx di 5
Fissato un punto P(z,,7,) in R, sia (/‘/—/) una direzione qua-
s as
i . , dz dy
lunque uscente da esso; potremo determinarne un’altra 7 ’Tl tale
[/ [/

che sia

n=1 5 1=t ( J o\ T
0 S (" (o 2 ) (Y
() »To( ) ( r B skt At ) (z/z ok’

BN\ dy \* (dz\? dy \*
supposto per comodo "—) —— ) =1 e (— 4—) =1, 7
RREEE: (r/.s gl r a) T\ e e
di queste direzioni ne esisteranno »—1; ma noi fisseremo 1'attenzione sempre
sopra una di esse, la scelta essendo indifferente per cid che segue. Se

dz dy\ . Y o, oo s ; ;
( ) [— ¢ una direzione caratteristica, si vede subito, senza entrare in
ds ' ds

dz dy

dt ° dt

una coincidente con quella.
Osservando ora che la (2) si pud serivere sotto la forma

particolare, che fra le ( \, soddisfacenti alla (2) ne esiste almeno

dy dax n— ]) dy dz ) dy dz
— — @y —— Y/ Acch I QAop—y —— — Oop —
ds o ds ( 1 (am ds o2 s fon=1 s Qo ds
dx dy
—_— — (0] 157 5 s L R 0
dt dt
Lz =)
0 et d—]/ ............ 0
dt dt
dz dy
e e e Te et oy o aWs o a Y ons = =
v dt dt
si trae subito
[N dy dx
[ 4 = Qo d—{ — o

o (Whip dy n— 1) dy (l.r)
) BEL ARGy ALl oo Ll
ieeparialey ( 1 (” L dsiein s

da Wy fi— 1) dy (/_7)
Fre dt T4 dt _( r (ao,- ds ot ids

dx dy dz
\ ln—l W = Qon-1 ds — Qon ds )
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ove Ay, 4y, .., A,y sono certi moltiplicatori, determinati per ogni determi-
5 . dae dy S da r///
nata direzione (=, <L) soddisfacente alla (2). Quando {——,—=) rappre-
dt dt ds ds

sentano 1 coseni di direzione della tangente a una curva passante per P,
dx 1/‘1/

si dird che ( T /_[) ¢ una direzione cotangente in P alla curva stessa;
¢ C

fra quelle due direzioni sussistono le relazioni (3). Se la curva & una ca-
ratteristica esiste una direzione cotangente che coincide colla tangente alla
caratteristica stessa; in tal caso le 4,, 4, ....4,_, sono radici di un sistema
d'equazioni algebriche i cul coefficienti sono formati colle «

or .

Introduciamo nelle (3) i coseni della normale alla curva in P, ponendo

dy da da dy
ds dn ' ds dn
. N - N\ 1—1 S \H—l ~
poi moltiplichiamole ordinatamente per = v Suor © som-
2w AW

miamo. Allora posto

n—\

el 1‘ )H—l 8 v ”,_,l ; — 1 ))l—l 3
D (e T M
H( —( $ os Jgn-1=s W K= s Gose1 ot RAN

= =

si ottiene

(4) D 4 2o, | KL .

dn

dn’

formula fondamentale per cid che segue. Il primo membro & una combina-
zione lineare di derivate lungo la cotangente.
9

Sia ancora P(z, , 7,) un punto della regione R, e PC,, PCs, ..., PC,
le n caratteristiche uscenti da P e disposte in guisa che, facendo ruotare
nel senso positivo la tangente positiva in P a PC,, essa vada successiva-
mente a sovrapporsi alle tangenti positive condotte per P a PC,, ..., PC,
Diremo che PC, e PC, sono le caratteristiche estreme, PC,, ..., PC,_, le
intermedie, e PC; , PC,., due consecutive. Sussiste allora il teorema seguente :

Esiste una soluzione dell’equazione proposta conlinua insieme alle sue
dertvate fino a quelle dell’ordine n— 2 (ineluse) entro una cert’area com-
presa tra PC, e PC,, tale che essa e le derivate ora menzionale acqui-
stano sulle caratteristiche estreme valori dati a priori. Le derivate d’or-
dine n—1 sono discontinue allraverso le caratteristiche intermedie.

La frase « dare sopra una curva i valori di z e delle sue derivate fino
a quelle d'un cert'ordine », che si usa qui per concisione, non vuol dire che
tutti quei valori possono prendersi in modo arbitrario; ben si sa che tra
loro devono essere verificate delle relazioni, per modo che hasta dare i va-
lori di una derivata per ogni ordine. S'intende poi che tutti i dati devono
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essere concordanti in P, e soddisfare alle condizioni di continuitd necessarie.
La dimostrazione si pud fare usando il metodo delle approssimazioni suc-
cessive, supponendo vero il teorema per 1'equazione d'ordine » — 1.
3. Insieme all'equazione proposta F(s) = 0 consideriamo la sua aggiunta

i) = (—1p 3 () ey =
Uopastsel) :—0(8, D=5y’ Yl

Si ha per cose note 1'identitd

(5) uF (3) — 2G(u) = W\[

m/

ve M e N sono espressioni che contengono u,z e le loro derivate fino a
quelle d'ordine 7 — 1. Esse possono scriversi sotto varie forme; qui conviene
separare i termini contenenti le derivate d'ordine » —1, e ordinare il rima-
nente vispetto alle derivate di z. Allora con un poco d'attenzione & facile
vedere che M e N si possono considerare sotto la forma seguente:

n—=2

[ ‘ : 5 :
V= —(—1)s > 4Dw) ——= -
I uH(S) ( 1) H(“) + (?0 d' (N) Dﬂf‘ D!/n—'.i—t l-
Al S o D (n—2) J
l = J' (?t) DL‘ D]/n—.,»z + + ’ (” —|_
(6) { _{_‘1‘“” ."(u) g;:/ + J(vl—?)(u)
N=uK(s) — (— 1)'sK(s) + S Do) ?J,ﬁ_-ﬁ -+
i=0

28
2y

D{"—(u)
(

3 i Dy—3(x) e D@2 (y) . 5
AL
ove in generale #(x) e D®(x) rappresentano espressioni lineari nelle de-
rivate di », dall'ordine zero all'ordine s.

Sia ora S un'area limitata dal contorno ¢ e tutta contenuta nella re-
gione R. Se z e » sono rispettivamente due integrali di F(z)=0 e G(z)=0,
applicando alla (5) un noto lemma, si ha

@) ‘( -

supposto, beninteso, soddisfatte le necessavie condizioni di continuitd.
Supponiamo che, preso un punto P(z,,y,) di S, le caratteristiche
uscenti da esso siano disposte come si & detto al § 2 (e cid per ogni punto
di S). Sia C, il solo punto in cui la PC; incontra o. Avremo un triangolo
curvilineo PC, C, composto dei triangoli curvilinel 120 (€ 1 1RG0 o 600

i :
: [/) =0; (2= normale interna)
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PC,-, Ca. Considerando il contorno PC,Cq.,, percorso nel senso indicato

dalle lettere, porremo arco PCy= ¢, , arco CyCery = 0 , arco POy = fou1 ]

e allora per la (7) avremo

i axr ) * 1/,:' 4// )
! (ML-;_N "")ws— | (\1 N --L),,/\_H—t—
«/ PCs / Cs+1 P

'/115 (///5

dn

‘A ([//>+| : ’//{>+l

dy

'/,}) do, =0,

ove il significato dei simboli & ben chiaro. Sommando queste formule rispetto

all'indice s da s=1 a 2 — 1, si ottiene:

\_l | (\ﬂL’_}r_)l) /‘L_M\_l
( 8) =1 -/ PCs ( =1

dng dng

[ dx
=

N ’ 7o
‘ (M da 4N ‘/L) A
Cs+1P

(//15*1 : ///1\-1

+N%) 4o
an

ove o & percorso nel senso C,C,. L'integrale esteso a PC(s==1,#) nella
prima sommatoria sarebbe evidentemente uguale all'integrale esteso allo
stesso arco nella seconda sommatoria qualora le devivate di # e z dall'or-
dine zero all’'ordine #» — 1, le quali compariscono in M e N, fossero con-
tinue attraverso PC,. Per la s supporremo che cid avvenea, ma non per
la #; inquantoche, per raggiungere la méta che abbiamo in vista, dobbiamo
supporre che » sia una soluzione dell'equazione aggiunta rispondente al teo-
rema del § 2; ritenendo per ora arbitrariamente scelti i dati sulle carat-
teristiche estreme. In questa ipotesi le derivate d'ordine 7 — 1 di » sono
discontinue attraverso le caratteristiche intermedie ; percid 1 uguaglianza degli
integrali di cui sopra mon & evidente. Tuttavia sussiste ancora. Infatti.
'espressione

dz 1 l.l‘ = 1 1z
MO+ N oL =u(H) g7+ K ﬂ)—(~1)“(H(,z)’—+1§(u> i)

dng dng dns dng

lz dy .
M’ ——( i =L 7 o (6
+ M Tl -+ N F (vedi le (6))

si pud trasformare mediante la formula (4); osservando perd, e questo &

I"importante (vedi § 1), che il simbolo % prende il significato di derivata

) . MOl e
lungo la caratteristica PC,, giacche an ﬁ si riferiscono a questa carat-
ng O
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teristica. Si ha allora facilmente

dz dy = di=tz R
MR el 44 Ay St bt i gevie 8w IS )
1/745—}_ dnsin =1 s 4 DRI (s Rz aiR
il “\, d(ul) =2 (—1)" dz ) A=) )
,-—-,( Gl R DY dise BT DY
dz rl//
4 lv / AR
+ dng + dn,’
e quindi
dz dy
M N —) =
[L ( dn - i)
(9) r 5 : 5
n R )”—.. : W”—. ZI ¢
AN /*:(‘\) _—(—1 ":4*) 2 ,
£ (M ),/j“_r‘l D(/r‘—l ( ) D'Zn—r—l D‘l/:'—l L +‘ ‘M“(I}” d/'\ )

ove @, non contiene piu derivate d'ordine » — 1.

Questa formula dimostra 1'asserto. Si conclude dunque che nella (8)
gl'integrali che compariscono nel primo membro si elidono due a due, e
restano solamente il primo integrale della prima sommatoria e 1'ultimo della
seconda; onde si ha

n—=2 » n—2 1 \
A; ,éb—.lq_f._(_ 1))15—3_};'_)
D(rrl—z— Dy’—l )J‘rwr—l D‘]/v—l

n—1
N

r=I1

n—1 4 )n— z 3”—'?4 C,
10) S (I [ SR ) ﬁ\)
( + = B (“ -D.L.n—r—l D!/r—l ( 1) Y pn—r=1 )J/r—t /e

Iz 1
) e Y e f @, dt, — [(\I([—Z+N(ﬂ) do

JPCy J/PCy dn

Cy

i

n

Data la » come abbiamo detto, e dati i valori di 2 e delle sue derivate
fino a quelle dell'ordine # — 1 sopra il contorno o, 1'integrale esteso a o
si pud considerare come noto. Per conseguenza se fosse possibile di scegliere
i valori iniziali di # e sue derivate per modo che risultasse @, = 0 lungo
PC, e @, =0 lungo PC,, la (10) fornirebbe un'equazione d'ordine » — 2
cui dovrebbe soddisfare la z in S; e la risoluzione del problema di Cauchy
per l'equazioni d'ordine » verrebbe cosi ridotta, col metodo di Riemann,
alla risoluzione dello stesso problema per l'equazione d'ordine » — 2. Ma

ALb SN : - du W dx
osservando le espressioni di @, , M" e N', e riflettendo che — =

dt, e dh
R : : -
— —% | & facile vedere che alla @, pud darsi la forma
Wy di,
(I) i H\ 2 ))1—'.’ ~ Q(l‘(l‘) + H\— 1—3 Q (H) +
; ” D Ll \/?l—"—l = 4 W N///V— i—1 i

n—2 8 n—2) (n-2)
+o o0 Lt 5 QW AR
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ove Q©(x) & un'espressione lineare in z d'ordine s. Ora w ¢ una soluzione
dcll"

¢ delle sue derivate fino a quelle d'ordine » — 2 @& ancora in nostro arbi-

roiunta rispondente al teovema del § 2, e la scelta dei valori di w

trio. Perch® risultasse @, = 0 bisognerebbe scegliere quei valori in guisa
che fosse Q;(z) =0 per ogni valore dei due indici; il che @ evidentemente
impossibile in generale, perche il numero delle equazioni Q’(xz) =0 ¢ esu-
berante. Per superare questa difficoltd bisogna modificare la formula (10)
mediante l'artificio che segue. .

Indichiamo con IKj; certe espressioni da determinarsi, non contenenti
la z e le sue derivate, bensi la » e le sue derivate. Allora considerando
1'espressione

d (< = 8
T | 2" S

¢ facile dedurre 1 identitd seguente:

$ g2

nella quale potremo fare . =0,1,2..2 —3. Da esse si ottengono altret-
tante identitd sostituendo 7, a 7, e il simbolo K';; a Kj;. Se si sommano
tutte queste identitd con la (10), si viene a sostituire alla (10) una formula
della stessa natura, ma molto piu generale, perché in essa comparivanno le
- - _ iR ; . ! C(n—1)(n—2)
indeterminate K;; e K, rispettivamente in numero di ———F5——.

Non seriveremo per disteso questa formula, perché & complicata, e l'averla
sott'oechio non agevolerebbe di molto i nostri ragionamenti. Pel nostro scopo
basta osservare che nella nuova formula tutta 1'espressione che deve essere
integrata lungo PC, & ancora lineare (com'era la @,) rispetto a 2 e alle
sue derivate fino all'ordine #z — 2, e che i coefficienti di esse sono lineari
rispetto alle quantitd #K,;. Percid

1agliando a zero quei coefficienti, ad
PR 4
ik Sy A Y,

)

eccezione di guelli appartenenti a ,4, sl ottengono

\7t — ]‘l!u*fl - B
—5 — equazioni atte a determinare le K;;. Lo stesso dicasi per

espressione che deve essere integrata lungo PC,. Si vede dunque che in
ultima analisi avremo una formula, che indicheremo con (I'), il cui primo
membro sara lineare dell'ordine 7 — 2 rispetto alla z, pensata funzione del
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punto P; e il 2° membro, oltre 1'integrale esteso a o che comparisce nella

(10), conterrd due integrali del tipo

[ wa . | woa,
/ PCy

< PCp

con P, e ¥, della forma

n—2 i
= ‘%
6=> — Ry1-i() - 2 T-o(u)
= Wi
L g, 8
b= ) =7 Ry—1—i(w) + 5T/ —s(u),
=1 74

derivate dell’ordine indicato dall'indice. Se ora si suppone d’aver scelto
sopra PC, e PC, i valori di » e delle sue derivate fino a quelle dell'ordine
n— 2 in guisa che lungo PC, risulti

ove Rp_1—i,R,_,_i, T,—.,T,—, sono espressioni lineari rispetto a » e sue

Rm—l—n(?/):() ():1 ,‘-). ....11—2) 5 T”_Q(u‘):H,
e lungo PC,
R,_—i(@)=0 (=1,..,n—2) , T, (u)=0,

nel secondo membro della (F) resterd soltanto 1'integrale esteso a o. Quelle
equazioni di condizione sono rispettivamente in numero di 7 — 1; ossia
tante quante sono le derivate

RistunRisu Ry
Wi Ry Y

i cui valori sopra PC, e PC,, in virtu del teorema del § 2, erano ancora
in nostro arbitrio.

Coneludiamo dunque che il metodo di Riemann, applicato nella maniera
accennata, riduce la risoluzione del problema di Cauchy per un’equazione
d'ordine 7 alla risoluzione dello stesso problema per un'equazionc d'ordine
n—2; alla quale poi si dovra riapplicare il metodo; e cosi via, fino a che
si giungerd alla z cercata, o ad un'equazione lineare del primo ordine per
la quale il problema di Cauchy si sa risolvere.

Naturalmente molte e importanti questioni complementari restano da
studiave; i risultati precedenti non sono che un primo passo verso una trat-
tazione generale e sistematica del difficile problema.

-3
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