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tipli convenienti, p. es. m, K, , m, K, e si otterrebbe sempre una trasforma-
zione non periodica di F, sempreché non vi sia equivalenza fra due mul-
tipli qualsiasi dei gruppi segati da X, &, sulle C.

Si pud dunque affermare che:

Se una superficie algebrica contiene un fascio di curve elliltiche C,
e due curve secanti sulle C dei gruppi i cui multipli non sono equiva-
lenti, essa ammette una trasformazione non periodica e quindi una serie
discontinua di trasformagioni birazionali, che lasciano ferme le C.

Questo caso si pud considerare come il caso generale delle superficie
con un faseio di curve ellittiche, quando le suddette superficie si definiscano
come luogo di curve ellittiche, appoggiantisi, in un certo numero di punti,
a delle linee direttrici.

Aggiungasi infine 1'osservazione che se una superficie contiene due fasci
di curve ellittiche, mutate in sé rispettivamente da due trasformazioni non
periodiche, moltiplicando queste trasformazioni si otterrd in generale un
gruppo discontinuo che non ammetterd fasei invarianti di curve ellittiche.

Matematica. — Alcune considerazioni sulle funzioni armo-
nicke ellissoidali. Nota del Corrispondente G. MORERA.

I matematici inglesi sogliono oggidi, sul modello della trattazione syolta
nel classico « Treatise on natural Philosophy » di Thomson e Tait (vedi
Appendice B, pag. 171 della I parte, 2% edizione), basare la teoria delle
armoniche sferiche sulla considerazione delle derivate dell inversa del raggio
vettore; ¢ per es. questo il punto di partenza adottato in argomento nel
celebre « Treatise on Electricity and Magnetism » del Maxwell (Chapter IX,
vol. I, pag. 194 della 32 edizione).

Con un procedimento simile si pud trattare con vantaggio la teoria
delle armoniche ellissoidali, come ho mostrato nella mia Memoria: Sulla
attrazione degli ellissoidi (Mem. della R. Ace. di Torino, vol. LV, ser. 1I)
e nella mia Nota: Sull’attrazione degli strati ellissoidali (Atti della R. Acc.
di Torino, vol. XLI).

Il problema di Dirichlet per lo spazio interno all'ellissoide fu risoluto
come & ben noto da Lamé coll'uso delle coordinate ellittiche, che lo con-
dusse alla memorabile scoperta delle soluzioni semplici dell’equazione di
Laplace, formate dal prodotto di tre identiche funzioni di ciascuna coordi-
nata ellittica, colle quali soluzioni semplici mercé una serie infinita si esprime
la soluzione cercata.

La scoperta di Lamé fu notevolmente perfezionata da Liouville, sia
coll'osservare che i prodotti di Lamé sull'ellissoide si convertono con un
cambiamento di variabili in funzioni sferiche, il che basta ad assicurare la
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sviluppabilitd in serie di tali prodotti di una funzione arbitrariamente data
sull’ellissoide. sia nel considerare la seconda soluzione dell'equazione diffe-
renziale di Lamé per il fattore dipendente dal parametro degli ellissoidi
omofocali. Questa soluzione, moltiplicata per gli altri due fattori considerati
da Lamé. somministra infatti un'altra soluzione semplice dell’equazione di
Laplace, che & armonica all'esterno dell’ellissoide; con queste armoniche
elementari di seconda specie, mercé una serie infinita, si risolve per lo spazio
esterno dell'ellissoide il problema di Dirichlet. Allo stesso risultato era pure
giunto, pressoché contemporaneamente Heine )s

Ma se da un canto i prodotti di Lamé di prima e seconda specie of-
frono un procedimento teoricamente soddisfacente ed elegantissimo per risol-
vere il problema di Dirichlet, rispettivamente all’ interno ed all’esterno del-
I'ellissoide, dall'altro la legge della loro formazione & cosi involuta che
malagevole ne riesce 1'impiego nella risoluzione di problemi concreti.

Per cid mi & sembrato plausibile il tentativo di sostituire ai prodotti
di Lamé altre armoniche elementari la cui legge di formazione fosse espli-
cita e semplice.

Lo scopo & stato da me raggiunto considerando le derivate »™° della
funzione potenziale U, di un corpo ellissoidico la cui densitd &:

v,.;‘ _.‘ -1
,.(1——— — ) :
a” 0~ G

ove al solito con @, b, ¢ sono indicati i tre semiassi dell'ellissoide.

Pid precisamente nel secondo dei miei lavori sovra ricordati ho stabi-
lito 1 seguenti teoremi.

TeoreMA A. Se Q.(z, ¥, %) indica un polinomio armonico, omogeneo,
del grado n, la funzione

Q,((/ = .Z/i e ))U,,

Ww W 3

/z‘;=—(~—2)”“./HP‘Q,L( Zondl ﬁ) '

ove P designa la distanza fra il centro ed il piano tangente all’ellissoide
nel punto (z,y , 2).

') Cfr. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen (2°

edizione).
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| TrorEMA B. Per ogni numero intero n, scelti 2n -1 polinomi ar-
monicy, omogenei, di grado n:

} (0) (1) (2n)
| n oy O OO C RS G )
|

j [ra di loro linearmente indipendenti, si avranno in corrispondenza 21— 1
| armoniche ellissoidali indipendenti dell'n™ ordine:

P - ,
Uy — w(al,bl e )L,, =0T, 2n))
QW Y P

ed ogni armonica entro e fuori dell'ellissoide si puo rappresentare colla
serie:

@0 2n
> D« U,

n=0 1=0

ove le a indicano delle costanti.

TeoreMA C. Sia f una funzione arbitrariamente data sull'ellissoide (1);
St ponga:

e T o(Z Y4 8
B — — (— 2) ,e.P.Q“(d.b‘C) |

= N ((=0REEN20),
AGD = (U9 9 as = (UL kY 28 = AY |
/ o/
ove dS indica Uelemento di superficie dell’ellissoide e le integrazioni vanno
estese a tutto Uellissoide; allora @ coefficienti & ... a5 dello sviluppo
dell’armonica che soll'ellissoide diviene uguale ad [ si oltengono dalle
20—+ 1 equazioni linear::

2

> o) A = (/‘/z;,“(/S (=0 I 2 e 2

=0

il cui determinante ¢ diverso da zero.

In particolare le funzioni Q, Q. ..., Q%™ si possono sempre scegliere
in guisa che risultino nulle tutte le A%Y per 7==j, con la qual scelta 1'in-
dicato processo d’integrazione da isolatamente ¢ coefficienti e,. Tale scelta
dipende dalla riduzione a somma di quadrati di una forma quadratica a
27— 1 variabili. Le funzioni di Lamé appartengono a questa particolare
categoria delle nostre armoniche ellissoidali.

J In questo breve lavoro, premesse alcune proposizioni sui polinomi armo-
‘l nici, dd uma nuova e pil diretta dimostrazione dei teovemi fondamentali A
E (*) Le limitazioni di imporsi all’arbitrarietd della f sono quelle stesse che occorrono
per dimostrare la sviluppabilith in serie di funzioni sferiche, da una funzione data sulla
sfera.
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e B. Quanto al teorema C rimando il lettore al § VIII della mia ricordata
Nota inserita nel vol. XLI degli Atti della R. Acc. di Torino (pag. 538-541).

1. Stabiliamo anzitutto un lemma algebrico, che & utile nella teoria
delle funzioni armoniche.

Se P, indica un polinomio omogeneo, a coéfficienti reali, si possono
determinare in un sol modo: a meno di fatlori costanti il cui prodotto
é Uunita n funsioni linear: reali oz -+ 8y +ris (1= Ly 25 oy RN

un altro polinomio reale P.—s in quisa che risulti identicamente:

< | ) = 2 2 L2\ P A -
1) Pu(z,y,3)=T](aix+ giy -+ ri3) + (@ + y* + 3°) Pu=z (2, 4,2).
Interpretate 2, 7,3 come coordinate omogenee di un punto nel piano, con-

sideriamo le curve:
P.z,y,9)=0 , Pi(z,y,8)=(*+y*+4&) =0,

le quali si intersecano in 2z punti imaginari due a due coniugati. Congiunta
clascuna intersezione colla propria coniugata avremo » rette reali:

ez -+ Biy+rizg=0 (=112 5.5 n):
Si ponga:

T =[] (x4 Biy + vi%),

si consideri il fascio di curve:
Prn == }.7” =0,

il quale ha 2z punti base sulla conica: P, =0.

Si determini 4 in guisa che la corrispondente curva del fascio abbia
a comune colla conica un altro punto fuori dei 27 anzidetti, la curva che
cosl si ottiene si spezza nella conica ed in altra curva P,_, = 0, sicché
detto 4, il parametro di tal curva avremo identicamente :

I)x = )-u Ty = P-z . P”—Q .

Si osservi che 4, & necessariamente reale giacché i punti sovra P, =0 sono

due a due imaginari coniugati. Con cid é dimostrata 1'identitd (1).
Interpretiamo z,7,s come coordinate ortogonali di un punto dello

spazio e diciamo h; la direzione i cui coseni sono proporzionali ad a;.f:,7:;

. h ] P P Q
se in (1) cambiamo #,.y,5 in — , — , — avremo:
oL Y 08
4 P) 2 P P
(1% PL(T_ = ): = ‘L L] i P”_?(l‘l B A,
2z 'y ' % iy ks, I ./ ¥ ’
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ove ¢ indica una costante e le z divezioni £, ... h, si possono a coppie in-
vertire.

Di qui scende, come corollario: una qualsiasi operazione derivatoria
d'ordine n da effeltuarsi sopra wuna [unzione armonica, a meno di un
fattore costante, equivale ad n derivazioni secondo n determinate direzions.

In particolare, essendo com'¢ notissimo :

(l 2 D)l_Q“(x.//‘s)
n )J’Dy‘)g, =

r PN+l 4
ove: 7 ={J/a* -+ y*=142* e Q, indica un polinomio armonico omogeneo del
grado 7, risulta che, a meno di un fattore costante, qualunque polinomio
armonico omogeneo del #™° ordine & dato dalla formula:

22 21 Quz.,y,2)
fy e b7 pen+1 .
2. Si ha:
P 1 al$+ﬂ1:’/+713 :
B o ST ),
dunque:

e e S

@y % r

Del pari si trova subito:

2 1 i 3(arz 4 81y +112) (@ By - y22) — (erees =+ 12 = 1172) 7° .
dhy by 7 75 i
e
Ww Y R T r°

e si dimostra ovviamente che sard in generale:

PO DR R\ Qu(z,7,3)
=== = S Ty
oY )T 7

ove ¢, indica una costante.
Basta provare che se la relazione & vera per »==m lo sard pure per
n=m - 1. Posto:

Qi1 2 2 D 1 RO

si ha subito:

W,
Qm-l-l == (277& + 1) Q,,, . (a,,,HJJ + }3m+ly + }'m—%—l;) + 7

7
om+1




=2 5=

dunque:

2 D D Qm
Qm‘l (\j‘ K \; g Wi) 1: — (2m + 2) em —:—(:”1 _[— ”{"”va 1y

o+l
D Y pY A i A 7

sicche si ha la formula generale:

3. Posto:
R T B S N S SN

come ho dimostrato nel § 2 della mia Memoria: Sull'atirasione degli ellis-

soidi, si ha identicamente:

o
- <
Bl
)
,iﬁ
o/
—
=
I

RN g
— ,‘.‘r, T Cn—2 /..r, 8/ i .’.‘ >;— Cn—4 /1‘/ /./ +

ove le ¢ sono delle costanti numeriche.

Indicata col simbolo 4, l'operazione ; S Ty -+ —, si trova im-
PRI A o3 L3
mediatamente :
— £ 1 I £ n—4 — l I / on
LS (e 2 R XV ,z(/«—l)(/z—‘_’)(u—b‘)‘3‘9/"”""

Orbene nella ricordata identitd invece dei prodotti
—— vy (pt+qt+r=n,

si possono porre delle costanti qualunque e, ,,; poniamo per questi prodotti
rispettivamente i coefficienti delle 2f 2¢ #7 in un polinomio armonico omo-
ceneo del grado #: Q. (z,,2:,25). Allora 7, diviene Q,, e siccome 4,Q,, =0,
scritto 72 il’l\‘c‘Ct‘ 411 .('f—*—‘/'_‘—l—. si ha:

QH() 200

ST 1 prinsai— ) (S="1EN2 3 To)e
Jely o

oL3
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1 Dunque se Q,(z: , s ,a;) indica un polinomio armonico omogeneo del
z 1
grado »™, posto = ¥

g ; :
ol in luogo di &, ,2.,2;, si ha:

o |2
———t

Q/.(al,bl ; C—D—) p—=2n 0 ﬁ, J ]
WY P a’ b

Q. (a % - SD]/— ,C ; ) A= == () (S=RIP2 7 "3)
Z [

3

n& Y’ F:
el i e

¢ notoriamente :

SSutds
U"_"“[’”\[ R(s) ’

2* y*® g5

lb:l_ag—{-—b‘—[)f‘—]—s—c‘z—i—s y R(s) =1/(a* +5) (6* +5) (¢* + ),

ove s, indica lo zero, ovvero la maggior radice dell'equazione w = 0, secon-
doché il punto potenziato (z,7 ,z) @interno, ovvero esterno allellissoide.
Designando con Q,(z,«,z) un polinomio armonico, omogeneo del grado

n"°, e posto:
) ®© n l
U, = mabe Q“<a == 50 2 . ci) f 'u, S
2w Y %) Js, R(s)

si ha subito all’interno:

4,0, = R 2 D)
— === =—nQ\lo— 0= 1—a)r=1=0;
47 nQ ((Z 2w WY ey ( 2

dunque U}, ¢ la funzione potenziale di uno strato ellissoidale.
La densitd %, di questo strato si calcola subito col teorema di Poisson
e si trova facilmente, com’® spiegato al § 7 della mia Memoria:

& i
h=— (— 2=t P Qu (2.2, ).
( T Q. @l @
Sovra l'ellissoide e lecito porre:
rx=asenfcosw , y=~>bsenfsenw , 3= ccos b

e le 6 e w si possono interpretare come coordinate curvilinee.
11 significato di queste coordinate ausiliarie & ovvio.
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gi considerino gli ellissoidi omofocali al dato e le loro traiettorie orto-

gonali. Si imagini un punto P che a partire dall'ellissoide fondamentale
percorra all'esterno una di queste traiettorie.

I tre semiassi dell'ellissoide omofocale passante per P sono: 1/(1‘3 —+ s

&£ Y 3

/b 480, 1€ —{—T. , ed i tre rapporti ——, 7= )
v+ s V0+s 1

muoversi di P non mutano; sicehé, quando P lungo la traiettoria ve all'in-

finito, s1 avrd:

B = 2 e
nie———— lim —=sen 6 cos w .
1t + s ’
s Y LY
lim —2—— = lim = =sen 6 sen o,
: i

\ o
V0" 1 So
lim = —=lim= =cos w,
\ jies So 7
ciod: 6 e o sono le coordinate sferiche della traccia di detta linea sulla
sfera di raggio infinito.
L’espressione di A, diviene:

b= (—1)"2"" . 2! P.¢g.(0,0),

ove ¢, designa la funzione sferica dell'ordine 7 corrispondente al polinomio
armonico Q.

Sia data sull'ellissoide una distribuzione di densita qualunque che sori-
veremo sotto la forma: A=7P.y. La ¥ si pud riguardare come una fun-
sione di 6 e w, arbitrariamente data sulla sfera di raggio uno, e sviluppare
in una serie di funzioni sferiche di questi argomenti:

v=vY,+y¥Yi+¢:+- -

)

assuma

o

_ (=D, (=101 2etis

a gn—1 I

e si considerino i corrispondenti polinomi armonici omogenei Q.(z, 7, %),
ottenuti dalle ¢, ponendo in 0" @,:

posenflcosw=—x , osenbsenw=y , 0COSwW=3.

Detta » la distanza fra 1'elemento S ed il punto z,y,s si ha:

- )

[ et

/ (f

n=>0
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dunque lo sviluppo della funzione potensiale dello sirato ellissoidale di
densita I ¢

U=Uy+ U}t U,

S 2 ') Zl( //.\‘
! = mabeQ, —»"-‘_)f‘” '
U” wabe Ut (d Yz 4 YA < 8 ) Js R())

So

ove

Questa serie, ammessa ben inteso la sviluppabilitd della y in serie di fun-
zioni sferiche, converge uniformemente all'esterno ed all'interno dell'ellissoide.
Con cio ¢ dimostrato il teorema B.

Se invece di dave la densitd della distribuzione sull’ellissoide, dell'ar-
monica U si prescrivono i valori su di questo, lo sviluppo della U nelle
nostre armoniche ellissoidali ¢ somministrato dal teorema C, del guale teo-
rema stimo superfluo di qui ripetere la dimostrazione.

5. 11 caso particolare in cui l'ellissoide divenga una sfera offre una
facile verifica dei risultati ottenuti.

Assunto :

si ha:

sicche posto

risulta :

Tt ds 2 v* | a(r—1)0° o :‘
PG SN AL B ek i B Jyimald ok (L)
R(s) r|:” LS e Rl )2,z+1

All'esterno della sfera avremo:

27 z~l)1 suliall i Jua:
== —_+ 5 "'"H_l)z,m.—l]*
”"”‘.izf T
T 1.3...@2n+1)7

All' interno avremo invece:

rt nm—1)r i
U,‘,—uﬂ[l—ﬂ.d—f“ g ges el 2,z+1]’

e si verifica subito che:

4,0, = — dpn(l — r)") = — dmk.
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mezzo delle formule dimostrate nei

P R AR
:Q( == »L_f:‘——ll
Qr Y 8
5 b R d\ 1+ i

all' interno quanto all'esterno de

LRI

— 01

stato sferico «
nla o ral
= (— 1)" 2" ['} (sen 6 cos w
e S le lin polari del
t arte, pos
it
P o1
L — g L

onomia. — Osservazion: delle

\ oo
N 1 97m .
1 N Tm 5T b
2 25751 ]
par t 24 95.1
§ E _
N T ” o3
I
» -+ 14 N ]

3 . <
11 funzione

I

L":

8§ 2 e 3 si trova immedia-
i1 1

9, =5 L1
On-+1l 1

n <L 1 TQu(@ , |
at =T

lla sfera si ha:

potenziale U, risulta per la

. sen 6 sen w , cos w),

punto sulla sfera.

"anzi.

comete 1906 q ed f////v

iieq ')

Romano.




