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Meccanica. — Sul problema derivato di Dirichlel, sul pro-
blema dell’elettrostatica e sull’integrazione delle equazioni dellela-
sticita. Nota di G. LAURICELLA, presentata dal Socio V. VOLTERRA.

[l metodo di Neumann per la rvisoluzione del problema derivato di
Diriehlet (*) suggerisce il modo di risolverc lo stesso problema giovandosi
del metodo di Fredholm per la risoluzione dell'ovdinavio problema di Diri-
chlet (%); giacche questo metodo insegna a rappresentare una funzione armo-
nica (quando & possibile) per mezzo di un doppio strato (%), e quello si
fonda precisamente sulla trasformazione di uno sérafo in un doppio strato.
La difficolta, che si presenta nel metodo di Neumann (), consiste nella di-
mostrazione della possibilita in ogni caso (per il problema che si studia)
di tale trasformazione. Ebbene, i noti risultati di Fredholm sulle equazioni
funzionali (°), possono servire, come qui mostrerd, a superare tale difficoltd
e a darci nello stesso tempo la risoluzione del problema fondamentale del-
Uelettrostatica.

Le medesime considerazioni si possono ripetere circa all integrazione
delle equazioni dell'equilibrio dei solidi elastici. Cosi, nell'Art. II della pre-
sente Nota, dimostrerd 1'esistenza degli integrali delle dette equazioni del-
l'elasticitd, quando in superficie (del campo finito o infinito che si considera)
sono dati i valori delle espressioni, che nelle mie due precedenti Note (°)
indicavo con X, Y4, Z,. Tali espressioni non sono precisamente quelle delle
componenti di tensione; ma vi si rassomigliano molto; e non & improbabile
che il problema analitico, che risolvo, possa essere utilizzato per la risolu-
zione del vero problema delle tensioni.

Si pud pensare che il metodo, che adopero per risolvere il problema
analitico testé enunciato, possa ripetersi senz'altro per la risoluzione del

(1) Qui considero per brevita il caso delle due dimensioni e faccio astrazione delle
note considerazioni sulle funzioni armoniche coniugate, per la risoluzione del problema
derivato di Dirichlet nel caso delle aree piane, allo scopo di comprendere il caso di un
campo a tre o pit dimensioni.

(2) Sur une nowvelle méthode pour la résolution du probleme de Dirichlet, Oefver-
sigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar 1900, n. 1, Stockholm.

(3) Cfr. I'Art. I della mia Nota: Sulla risolusione del problema di Dirichlet col
metodo di Fredholm... (Rend. Ace. Lincei, seduta del 2 giugno 1906).

(4) Cfr. la mia Memoria: Sull'integrasione delle equasioni della propagazione del
calore, Cap. I, § 4 [Mem. della Soc. it. delle Sc. (detta dei XL), ser. 3% t. XIT1].

(5) Sur une classe d'équations fonctionnelles, Acta mathematica, t. 27.

(6) Quella citata del 2 giugno e l'altra, che ha per titolo: Sull'integrazione delle
equazioni dell'equilibrio dei corpi elastici isotropi (Rend. Acc. Lincei, seduta del 22
aprile 1906).
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problema analogo delle tensioni; ora cid non ¢ possibile, se si ha riguardo
ai risultati fin qui noti sulle equazioni funzionali; poiche il Aern (') (secondo
la denominazione di Hilbert) del quale faccio uso, dipendente appunto dalle
espressioni Xy, Yq,Zs, da me introdotte, ha nel suo campo di variabilitd
un punto di infinito del primo ordine; mentre il Aern, a cui dd luogo la
considerazione delle espressioni delle componenti di tensione, ha nel suo
campo di variabilitd un punto di infinito del secondo ordine.

In cid che segue indicherd con (F), la Nota del Fredholm sul probdlema

li Dirichlet, con (F). quella sulle equasioni funsionali, & con i simboli

(L), . (L), rispettivamente (in ordine cronologico) le mie due citate Note.
(Li)e I £

AN

lerivato di Dirichlet

lettrostatica.

1. Sia /(s) una qualsiasi funzione finita e continua dei punti di una

linea piana C, assoggettata alla sola condizione (*):
(1 [ 7(s) ds =o.

zione & necessaria, se si vuole che /(s) possa rap-

derivata normale, nei punti di C, di una funzione

Come ¢ noto, quest

ito o, limitato da questa linea.
cia alle condizioni generali fissate al § 1 della

armonica

Supp sf
(L) Sl 7
1
Uf )= — | logr. f(s) ds
&It
Si ha, come é noto, indicando con z, la normale a C nel punto s,,
iU il @ivad loges
2 n s— =3 /(%) T ‘/(\'l——‘ ds .
in 2 2 . ity
J 1 ; : ‘ d log 7, p
o I — == I8 = (S = S «
(©) > 2 2. 1) dn, ’
Si trasformi la U(z,y). considerata nei punti del campo infinito o,
in doppio strato lineare. Per questo é necessario e sufficiente che sia sod-

disfatta la condizione (3):

(4) | Uls). ®,(s) ds = 0.

e caratteristica, secondo la denominazione del prof Pincherle (Acta

(*) La funzione
Mem. della R. Ace. delle Se. dell'Ist. di Bologna, T. III, S. 6*, p. 143).

math., T. I, p. 156;
(?) Le notazioni, qui adottate, sono quelle introdotte nell’Art. 1 della (L),.

(*) Vedi: (L)s, Art. I, § 3
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2. Per verificare la (4), studiamo dapprima la funzione ®,(s). I risul-
tati del Fredholm (vedi (F'),, § 6, n. 14) ci danno che la & (s) soddisfa
all'equazione funzionale omogenea :

L ("dlogr, .
0=(s0) + o | 25w (s) ds
e 1tqy
Allora, posto:
W(z.y)=— 5‘; ‘ log 7. W\(s) ds,
- “C

si avrd, scrivendo la (2) relativa alla W(z, ),

l
Q) lim (L =0
p=s, Uiy

e quindi sard in tutti i punti p = (2, y) dell'area ¢ (i punti di s inclusi):
(5) W(z , y) = A (costante).

Dunque lo strato lineare W(z,y) nei punti di C prende il valore
costante A; ed inoltre, scrivendo la (3) relativa alla W(z,y) e tenendo
presente la (2)', risulta:

lim ﬂ = P,(s,) .
p'=s, Mg

Questo risultato per il caso delle tre dimensioni si pud interpetrare nel
seguente modo: la funzione W\(s) rappresenta la densita di una masse
elettrica in equilibrio distribuite sulla superficie chiusa che si considera;
in altri termini (e funsione ¥\(s) risolve il problema fondamentale del-
U'elettrostatica.

3. Cid premesso, risulta immediatamente dalla (5) e dalla (1). come
si voleva dimostrare,

"‘U(s) LW\(s) ds = )in [.fl"l(s) ds ‘.log/x, f(8) ds' =

— 2171 ‘ Ii/(\') ds’ \ [jlog ro.Py(s)ds=—A ‘ ‘:/(\) ds' = 0.
Verificata la (4), indichiamo con ('): ‘
V(e,y) = %(ﬂjf = g(s) ds |
il doppio strato lineare secondo cui si trasforma nel campo o' lo strato ’

lineare U(xz,y); e si consideri la funzione armonica :

H(z,y)=U(r,y) — V(z,y)-

(*) Cfr. la (L), Art. I, form. (4).
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Poiche lo strato lineare U(a,y), in forza della supposta continuitd
della (), ammette le derivate normali nei punti di C e dalle sue due
parti [efr. le formole (2), (3)], poicheé ancora il doppio strato lineare
V(e ,y) nel punti di ¢’ coincide con la U, ¥), avremo che questo doppio
strat wre ammetterd le devivate normali nei punti di C e dalla parte
corrispondente al campo ¢'; e quindi ancora, in forza della continuitd della
g(s) e di un noto teorema di Liauponoft ('), la V(a, y) ammetterd le deri-
vate normali nei punti di C dalla parte corrispondente al campo o. Cid

posto, risulta finalmente dalle (2), (3) e dalle note formole sui doppi strati

| ‘ . e
lim g = lim ‘“' — lim } = \1‘.111 ‘l — lim [‘1* )

- (llm — lim i): /(o).
© @y pr=g, ARy
Quindi 3 H ) risoly v derivato di Dirichlet
g

Il ' ‘ivat ‘et per il campo infinito ¢’ si risolve
nella lesima n Avvertiremo in questo caso che, siccome per i
camp ties ile rappresentare una funzione armonica per mezzo
i un S ¢ (%), cos1 la condizione (1) non & necessaria, come

tio, e la discussione precedente si semplifica notevolmente,

asiont w"'..‘”cA//’!'(’//’/'z(l (‘/(1.\'[/.('()

X 2 Y n v\"!//c‘/'ﬁ‘f'l.t“

4. R lend le notazioni introdotte nelia (L), e nell’Art. II della
L)s SUpT ndo soddisfatte per la superficie ¢ le condizioni poste nella
(L), s siderin funzioni (analoghe agli stratfi):
1 . e v ay
Al g) —— | (' X420 Y, +w' Z,) do.
\ 4w Jo :
H 1 - =
: B $)=—-— | (@'Xe40"Y. 4+ 0" %) do.
/ 4t Jg

dove X, .Y, ,Z; sono funsioni qualsiasi dei punti di o, assoggettate alla

Sola condizione della continuita.

(') Qur certain Jucstion Jur 8¢ rattachent...,

Journal de .‘Ll”ll'll]'l“llllf‘\, 1898
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Le espressioni (9) della (L),, corrispondenti ad A(z,y,3),B(z,y,2),
C(x,y,4), si possono serivere:

1 - :
L@y, )y =—- AKXz, y,2)0 . Xo Yol y,4) . Yo+
(6) + Zo(2 .y 1 2)o . Zof do,
)
1 rn
BI(I‘y‘S)n:—E l{iXO('Z,'!/’g)U'XU-*-"'(’dO',

nelle quali si & posto:

X;(.”L‘\?/,Z)o=

i - =
— e 3 () (L ot e
) /1;(2 M(D:c f )wcowlot—kbycosnoy—{——m cosno;)‘
1
. D_
r 3k o 7
(o(2,9.8)0 =X0(2 , 4, 8)0 = 1 Y sl
Yo(z , 9.,8)0 (@hiyse)s Tk Dy()xcoslzo -1 )
51
r p 1 { oy Dr)z} ggah ! )
h(x,yv»)o—z M2+3/L<M \(M C0S oz 4+ - ),

Osservando che le espressioni Xl Dot 2 2@ Y +8)o , -~ 8000 for-
mate ciascuna del prodotto di una funzione finita e continua per l'espres-

1
Dl=

3 /f3 . oL

sione (E oS 7% 2 - ) e ponendo mente alla supposta continuitd delle
funzioni X, , Y, ,Zs, risulta (') che le espressioni L(z,y,8)0 , M(2,9,8)0+ -.-
hanno un significato anche quando il punto (z,y,2) si suppone su o in
Do, ed inoltre:

(7) lim L(2,y,2)y =4 Xa(po) +L(ps) , lim M(2,y,8)o =+ Yo po) 4= M(po)., ..

p=po r=p
(8) lim L(z,y,8)o= — 4 Xao(po) + L(p0) , --...
P':}7w

5. Osserviamo che se %, ,w sono integrali delle equazioni dell equi-
librio dei solidi elastici [eq. (1) della (L),] mel campo finito S, limitato

(') Questo teorema & un'estensione di quello sulla derivata normale di uno strato,
che abbiamo richiamato al § 1 per lo strato lineare. Esso si pud dimostrare con consi-
derazioni analoghe a quelle che conducono alla dimostrazione del menzionato teorema
sulla derivata normale.

Rexprcontr. 1906, Vol. XV, 2° Sem. 11




dalla superficie o, le corrispondenti espressioni X, , Y, , Zs [le (4) della (L),]
devono necessariamente verificare le condizioni:

(9) ‘X,u’a: ‘ Y, do = ‘Z\. do = 0.
Ja a “a

C1d premesso, supponiamo date ad arbitrio nei punti di o tre fun-
sioni finite e continue Xq, Yo, Zs, che verificano le condizioni (9).

St costruiscano con queste funzioni le espressioni A(z,y,8),B(2,y,9).
C(z,y,5), introdotte al § precedente, le quali, come @ evidente, soddisfanno
da per tutto alle equazioni indefinite dell'equilibrio. Vediamo se (ueste
espressioni, considerate nei punti (2, y,s) del campo infinito &', si possono
rappresentare mediante le formole (10) della (L), (analoghe ai doppi strati).
Per cid ¢ necessario e sufficiente che sia soddisfatta la condizione [la (9)
della (L).]:

(10) | JA(e,B). (. B) + B(«.p) . ¥i(«,3) + C(«, B). P'(a,p) do=0,

Ora questa ¢ sempre soddisfatta. Infatti si noti anzitutto
che, in virtu dei risultati di Fredholm [vedi: (F):, §2,n. 10 e § 6, n. 147,
le funzioni ¥\(«,3), Fi(a, 3), ¥ (« ., 3). introdotte nell'Art. II della (L),,
soddisfanno al sistema di equazioni funzionali omogenee :

\ 0= (e,.3,) —— | }Xi(a,. 8 ta, 3) Py« B)+

(11)

—Y’.H'.’.l.:‘ /

B i @,3),... sono funzioni che si possono ottenere dalle

3) (e, B)+ Zxay, 8 ; @,B) P (a,8) | do,

\

L
C

X(e,3;a.3,), .., introdotte nelle (L), . (L), scambiando le

bili e,,3,, oppure supponendo nelle espressioni

2, che il punto (x,y,2) sia su o

Tl
A ) . 2 =4T| . P(a,8)+v . Pla,B)+w . V] (« B)do =
1 yrr
= = | Pa,3)+u".P(a 2) 4 u P (a,pB) do
T -
. . ] \ > . 1 ‘ o . y
B t)==a. i P (e, B) 1 w‘:lr )t I"lrz‘,,)ﬂ—' (do,
[ ] 11X’ ), . P
Uy 3), = — X' S & 0, ( , B) +
/ 4 Jo' 0 i '
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si avrd, in virtd delle (7), scritte per le Li(z,y,8),.., e delle (11),

\ lim Ly(2, 9, 4)o = — §®y(, , fo) + Ly(ao , f) =
P=po

1

() (=—% (‘l’,(«u y Bo) — X5, o @, B) . W\(«, B) ---((16) —0,

2w J g4

? lim My(z,7,2)0 =0 , lim N,(z,y,2),=0.
P=Ppe P=po

Ora le espressioni ai primi membri delle (7)" rappresentano le X,,Y,, Z,
[le (4) della (L),] corvispondenti agli integrali Ay(z,y,2) , Bi(z,y,2),
Ci(z,y,5) delle equazioni dell'equilibrio, considerati nel campo S; per cui,
in virth del 2° risultato al § 5 della (L),, avremo:

(12) (in tutto S) Ay(z,y,s)=a , Bi(z,y,8)=0b, C\(z,y.,29)=¢

con @,b, ¢ costanti; e quindi, osservando che le funzioni A,(z,y,2) , Bi(z,y,2),
Cy(z,y,z). analogamente agli sératz, somo finite e continue anche quando
il punto (z,y,2) attraversa la superficie o, risulterd che esse, considerate
come funzioni dei punti p'= (z,y,8) del campo infinito S, soddisfanno
alle equazioni dell’equilibrio e nei punti di o prendono rispettivamente i
valori costanti a b, c.

Dalle (12) e dalle (9) risulta finalmente:

'[‘)A(a B) . (e, B)+ B(a,p). By(e, B)+ Cler, B) . B (e, )| do =

1 i&ln T L :
—— 2 [ ) do [ Ko o Yot 2 do —
1

T 4m.

G 1 o)l ) e 144 3! " U
= —‘El\c do . 4—7_[ r;u .iI»l(a,ﬁ)—f— £ Wi, p) Lo q,l(a_#): dolat

Ll )

I T, p) do ’ (@' Xes4)do — - =

= 1 e ;
— flgda.;: ()z,‘ Dy, 8)F - {do— . =
Ja Vv

=—a [ X, do — //\[Y0 do — ¢ [‘Zc do=10.

Ja G

6. Premesso questo risultato, siamo sicuri che le A(z,7,2),B(z,7,2), |
C(z,y,2) si possono rappresentare nei punti di S’ mediante le (10) della
(L)2; e cosi si potrd scerivere per i punti (z,y,¢) di S "

\ Ay, 0= [ X gla, B)+ Yo e, ) + 2o aler, B do,
(13) 2 e

)
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dove le g(a,3), ¥(«, ), x(«, ) soddisfano alle equazioni funzionali [con-
fronta le (6) della (L)e]:

1 L
— Ay, 30) = @(ay . 30) — pym ‘ X, 85 @, B0 g(a, B) 4 {do,

Ora si considerino le funzioni:

' S +
\ .(r*..,.;)z.\(.4'.//.:)—_‘? | X5 . (e, 8) + Yo. Y(a,8) 4 | do,

(14 (2, ,y,.3)=B(a,y.5) — : ‘ X7 . ¢(a,B)+ - {do,

Dalle (13) segue che le u(x,y.3),v(r.¥,8), w(x,y,s) nei punti

\

= (2, y,s) del campo infinito S sono identicamente nulle; sicche le cor-

rispondenti espressioni (4) della (L),, che indicheremo rispettivamente con
y Yo, Z-, saranno nulle su tutta la superficie o; e poiche le espressioni
della (L), corrispondenti alle funzioni A(x.y,s),B(2,y,9), C(z,y,3),
] le L(<z.y,3), M(2,y.2),,N(z,y,3),, date dalle (6)’,

ta continuitd (§ 5) delle X,, Y, ,Z,, ammettono limiti

i _efr. le formule (8)], ne segue che anche
le espressioni analoghe P,(z,¥.3).Qi(z,¥%,2%), Ri(x,y,35),, corrispon-
dent1 ai sottrattori che compariscono nelle (14), ossia alle funzioni:

i .- X_.g(e,3)+Y:. . Y(a,B) +2Zs. x(a ,‘J’)( do,
tteranno limiti determinati e finiti per p'=p,; e quindi, in forza
tinuitd del unzioni ¢(e,B),Yla,B), x(e,B) e di un teorema,
wnalogo a quello citato (art. I) di Liapounoff ed enunciato alla fine del § 3
della (L), risultera ancora che le Pi(z,%,3),, Qi(z,¥%,2)s, Ri(z,¥,2),
immettono limiti determinati e finiti per p =
Cid premesso, indicando con X,,Y,.Z, le espressioni analoghe alle

lalla parte di o che guarda lo spazio finito S, ossia
pondenti agli integrali (14) delle equa-

le espressioni (4) della (L), corri
zioni dell’equilibrio, considerati nei punti p=(z,y,%) di S, avremo final-
mente dalle (7), (8) e dalle (10) della (L),:

Xo(0) = Xalpo) — Xa(po) = lim } L(z , y, 3)o — Pi(2 ¥, 2)o} —

'

lim )L(z,y,3)y — Pi(z,y,3){ = )lim L(z,y,3), — lim L(z,y,2), —

—lim Py(z,y,2), — lim Py(z, y, 2)o | = Xalp0),

Yo(po) = Ya(po) » Zo(po)=Zs(po)-.
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Adunque le funzioni w(z,y,%),v(z,y,3),w(,y,s), date dalle for-
mole (14), soddisfanno nei punti del campo S alle equazioni dell equilibrio
dei solidi elastici isotropi e, nei punti di o, le corrispondenti espressions
(4) della (L), coincidono con le funsioni arbitrariamente date X, Ys,Zq-
I1 problema analogo per il campo infinito 8" si risolve nella medesima
maniera, con l'avvertenza che in questo caso le condizioni (9) non sono ne-
cessarie e le considerazioni precedenti si semplificano notevolmente.

Matematica. — Su un lemma del Poincaré. Nota del dott. Eu-
6¢ENIO Eria Lgvi, presentata dal Socio Luiei BraNcHI.

1. I1 Poincaré nella sua nota Memoria: Sur les équations de la Phy-
sique Mathématique (*), enuncid il seguente teorema:

Si abbia una funzione della forma [(z , y) = o, fu(,y) + a2 fo(2, y)+
+ @ fu(2, y) dove le fi(xz,y) sono funzioni linearmente indipendenti
del punto (z,y) mobile in un campo D e le e; somo costanti arbitrarie.
S% possono sempre scegliere le a; in modo che, almeno quando n sia sujfi-
cientemente grande, il rapporto

ffbd,fdxdy
ffb/"z dz dy

sia maggiore di un numero L, dipendente solamente dal campo D e tale
che lim L, = .

n=w

Questo teorema posero a fondamento delle loro ricerche parecchi autori
che dopo il Poincaré si occuparono del problema di Dirichlet ed in parti-
colar modo del metodo di Neumann e della teoria delle funzioni fondamen-
tali (3). Recentemente perd il prof. Lauricella (*) mosse una notevole obie-
zione alla dimostiazione del Poincaré. Il Poincaré per giungere al teorema
sopra enunciato dimostrava anzitutto il lemma preliminare seguente:

Se una funzione [(z,y) in un campo convesso D la cui massima

corde non superi | soddisfa all’equazione ff/(xg/) drdy=0 si ha
/D

(*) Rendiconti del Cireolo Matematico di Palermo, 1894, § III, pag. 70 e seg. Vedi
anche la Memoria dell’American Journal, tomo XII, portante lo stesso titolo.

(2) Cfr. specialmente i lavori dello Steckloff, dello Zaremba, del Liapounoff.

(3) Lauvicella, Sull'integrazione delle equazioni dell'equilibrio dei corpi elastici.
Annali di Matematica Serie 3%, Vol. XI, 1903.




