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[1 teorema, che ora vogliamo dimostrare ¢ il seguente:

Se Ay Ay .. Ay ¢ una spezsata chiusa data nello spazio, e se A, @
un punto tale che Uangoloide Ay (A, Aq ... Ay) si proietti ortogonalmente
i un modo biunivoco sul piano zy ed abbia pseudoarea non maggiore
di ogni altro angoloide Af (Ay Az ... Ay), il cui vertice A} giace sulla retia
che proietta Ay, nessun piano pud tagliare I'angoloide A, (A, A, ...A,)
in una linea chiusa.

[ndichiamo con B,, B,,..., B, le proiezioni ortogonali di A,,A,,..
A, sul piano zy; perché la proiezione dell’angoloide A, (A, A,...A,) sul
piano zy sia biunivoca occorre, che le proiezioni delle varie faceie non ab-
biano parti comuni, cioé che le rette B, B, , B, B, ,..., B, B,., B, B, si sus-
seguano tutte nello stesso senso per cui B, dovrd essere intanto interno al
poligono B, B, ... B,. Cid porta di piu che i triangoli B, B, B,, B,B,B;,...,
B, B, B, hanno tutti aree dello stesso segno, e che percid nella (2) invece
di mettere il segno di valore assoluto ai soli denmominatori si puo includere
nel segno stesso tutto il secondo membro.

Perché poi sia verificata l'altra condizione sulle pseudoaree degli ango-
loidi che proiettano la spezzata dai varii punti della retta A, B,, occorre
che nel punto A, si annulli la derivata di D rapporto a Z: cioé che sia
' | @ien— ) | —X. . —Z[(’/‘ — )
8 —X s —7 e e
—_ Li —> X i == 1
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colla solita avvertenza riguardo all indice 7 - 1: e questa condizione basta,
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poiche & sempre — 0.
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Osserviamo ora, che se ¢'é un piano 7z, che taglia l'angoloide A, (A,
A;...A,) in una linea chiusa, esso, incontrando tutti 1 segmenti A, A, ,
Ay A.,... Ay A, , lascia da una stessa parte tutti i vertici della spezzata,
e dalla parte opposta A,; percid il piano z" parallelo a 7 per A, lascia da
una stessa parte tutti i vertici della spezzata. Viceversa, se ¢’ ¢ un piano
7' per A,, che soddisfa a tale condizione, ogni piano 7 parallelo a 7
che disti da 7z meno di ogni vertice della spezzata, e che giaceia rispetto
a 7' dalla stessa parte della spezzata stessa, sega l'angoloide in una linea
chiusa. Dovremo dunque dimostrare, che nessun piano per A, pud lasciare
1 verticl A, , Ae, ..., A, tutti da una stessa parte.

Supponiamo dapprima, che il piano non sia parallelo all'asse delle z,
ed abbia per equazione

(4) s—l=caxe—X)+p8y—Y).
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Se poniamo
() 85 — 4 = a(a;— X)—*—;’f\"/,——\')’*— Qi ,
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Questa ci dice, che se consideriamo la spezzata C, Ce ... C,, il cul
vertice ha per coordinate

i Y s =s5—a@—X)—p@F—Y) U=l
'ancoloide A, (C, C....C,) soddisfa ancora a tutte le condizioni del teo-
rema enunciato, poiché le due spezzate AjA;...A, e CC;...Cp hanno la
stessa proiezione sul piano &y, e la equazione analoga alla (3), per le (5),
si riduce alla (6).

Ora se il piano (4) lasciasse da una stessa parte tuttii punti A, ,A,,...,A,,
se cloe le avessero tutte lo stesso segno il piano 3 — Z==0 lascierebbe
da una stessa parte tutti i vertici C,Cs...C,. Ci sarebbe dunque, se potesse
darsi quel caso un piano 7 parallelo al piano zy, che segherebbe 1'ango-

loide A,(C, Cs...C,) in una linea chiusa. Ma questo caso, come ha gia
osservato il prof. Fubini, non si pud dare, perché indicando con A la proie-
zione di A, su 7, l'angoloide A(C,C;...Cy) avrebbe pseudoarea minore
di quella dell'angoloide A,(C,C....Cy), contro quanto abbiamo visto. Il
teorema @ cosi dimostrato per tutti 1 piani non paralleli all'asse delle z: per
quelli paralleli all'asse delle = la cosa & quasi evidente. Infatti se un piano 7
per A, e parallelo all'asse delle s lasciasse da una stessa parte tutti i punti
A, A..... A, laretta » d intersezione di 7 col piano zy, dovrebbe lasciare
da una stessa parte B, ., Bs.....B,, cid che & assurdo, » passando per il punto B,

interno al poligono B, B ... B,. Il teorema & cosi completamente dimostrato.

Basta ricordar
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