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Matematica. — Sopra ['estensione agli sviluppi assintotici
di un teorema del sig. Hurwitz. Nota del Socio S. PINCHERLE.

IZ noto come le serie di potenze, anche se divergenti, possamo servire
a rappresentare una funzione quando esse abbiano quella proprietd studiate
dal Borel col nome di sommabilita espouenziale, o quando diano lo sviluppo
assintotico della funzione nel senso del Poincaré; casi fra i quali, per altro,
intercede uno stretto legame, come ho mostrato in altra occasione (!). Ma,
mentre per gli sviluppi convergenti in serie di potenze la successione dei
coefficienti racchiude in se, per cosi dire, tutte le proprietd della funzione
e permette in molti casi di metterne in evidenza le singelaritd, come risulta
da molte e svariate ricerche (*), non si hanno, ch'io sappia, proposizioni
analoghe per gli sviluppi assintotici. La presente Nota da appunto un legame
fra la legge di formazione dei coefficienti in uno sviluppo assintotico, e la
singolaritd della funzione rappresentata, e credo percio che possa presentare
qualche interesse.

(1) Questi Rendiconti, 15 maggio 1904,
(2) Vedine il riassunto nell'opera di J. Hadamard, La série de Zaylor et le prolonge-
ment analytique. Paris, C. Naud, 1901
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L'Hurwitz dava nel 1899 una proposizione (!), facente riscontro ad un
noto teorema dell' Hadamard, dal quale risulta, almeno nel caso delle singo-

laritd polari, « che se le serie
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« sono gli sviluppi nell'intorno di @ o di due funzioni analitiche uni-

« formi, singolari rispettivamente nei punti p; e ¢;, la serio
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« rappresenta una funzione analitica regolare per 2= oo, le cui sole singo-
« laritd sono nei punti p; - ¢; =, teorema ch'io ho dimostrato poi in altro
modo ed esteso alle singolaritd pitt generali (). Mi propongo qui di dimo-
care il teorema per il caso in cui gli sviluppi (1) non siano pit conver-
genti, ma rappresentino assintoticamente due funzioni «(z),g(x), ora non
piu regolari per @ = oo, le quali tendano a zero almeno del prim’'ordine
quando = tende all'infinito in tutte le direzioni del piano, una sola eccet-
tnata che sia per esempio quella nel senso dell'asse reale negativo. Con-
sidererd per semplicitd il caso speciale che tanto a(z) che g(z) abbiano al
finito un solo punto singolare, p per la prima e ¢ per la seconda, ma l'e-
stensione ad un caso piu generale non presenterebbe difficoltd essenziale.
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fatte, & noto che «(z) e B(z) ammettono le funzioni generatrici

e a(u), b(v), tali che nel semi-piano i cui punti (&,%) verificano
rispettivamente le condizioni
,:L'“}fj;l‘ :',‘ufl/\~(j 3 Ecﬂbﬂ—y SL‘UH>J'
le «(z), plr) sono espresse da
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(1) alzr) = ' eCalu)du . Blz) = e b(u) du,
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d e d" essendo determinati in modo che le rette di equazione
(2) & cos  — 7 sen ) = d , &Ecosh— m sen 0 — d’

passino rispettivamente per i punti p e ¢ (*). Sotto condizioni note per le

(') Comy "Académie des sciences, 6 février 1899,
(2) Questi I , o marzo 1899 ¢ 2 gingno 1906,
3) V. la mia Nota nei Rendiconti dell'Acc. di Bologna, 29 novembre 1903.




funzioni generatrici, le «(z), () avranno rispettivamente gli sviluppi as-
sintotici
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dove ay, by sono ivalori, per =0, delle derivate wsime delle funzioni ge-
neratrici a() , b(u). Formiamo ora I'espressione

(3) (‘m " a(u) b(u) du:

()

questa, che ¢ la funzione determinante del prodotto a(u) , b(x), sard notoria-
mente regolare sotto la condizione

(4) §cosb —nsend >d o,

ed ammetterd lo sviluppo assintotico
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quando z va all infinito nel senso normale alle rette
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cos 6 —ysen  =r¢

dalla parte di ¢ crescente. Quanto precede vale per ogni valore di 6, ec-
cettuati 1 valori estremi — 1) onde, al variare di 6, le rette che limi-
tano la convergenza dell'integrale (3) saranno della forma

(5) §cost—mnsen b =d - ¢,

Ma, posto p=24-+iu,q=4 4 iu, la prima delle (2) e soddisfatta
dalle coordinate 4, u e la seconda dalle coordinate A"y, onde la (5) sard
soddisfatta da 2 44", w 4w’ cioé dalle coordinate del punto » - ¢, qua-
lunque sia 1l valore di 6 entro i limiti indicati. Per cid le rette (5) invi-
luppano il punto p + ¢, che sard pertanto (*), punto singolare per la fun-
zione rappresentata da (3), e che ne sard il solo.

(Y) Nota citata.




