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Matematica. — o solus piristica dell e
Nota 2* di MicueLe CipoLLA, presentata dal Corrispond
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Se 71,720, 7a sono tutte le soluzioni della congruenza z"=
(mod. y™), i numeri 73y, =1,2,..,%; h=1,2,..7%) si possono ri-
partire nei sistemi
S A 22 s e 1ol L

Tag Yo Y e

(3)

Th¥y s ThY2 5 ooy Tk Yn -

Ii ehiaro che un sistema completo di #'™ grado (mod. ™) contiene
uno ed un sol numero di ciascun sistema del quadro (3), onde coi ¢(p™)
numer: di wn sistema completo di resti primi con p, secondo il mod. p™,
si possono formare n* sistemi completi di ni™° grado (mod. p™), d’ordine i.

2. Sia
(-l-) Rl ) R2 ERCLTAE) Rk

un gruppo di residui n-ici (un sistema completo di #° grado) secondo il
mod. p™, d'ordine /; si pud facilmente dimostrare che se & ¢ divisibile per
prr=m—1) ed s ¢ un numero intero non superiore ad r i numert: (4)
si possono ripartire in p* gruppi di residui m-ici (sistemi completi di

n™m grado) secondo ¢l mod. P, tutti dell’ordine )—2; e se invece k non
Y,

¢ divisibile per p, ma é un divisore di 7—211“’—"‘(_7) — 1) él gruppo (il si-

stema) (3) ¢ anche un gruppo di residui n-ici (un sistema di #w'™° grado)
secondo il mod. P

Tralasceremo per brevitd le dimostrazioni di questi teoremi, che si fon-
dano del resto sui pit elementari concetti della teoria generale dei gruppi
e della teoria delle congruenze.

3. Se &k non ¢ divisibile per p e i numeri

(4) Sl ) S? y eer SI:

formano un gruppo di residui n-ici, secondo il mod. p™", i numer:
> p” i3 n”
(5) ‘ S S S

formeranno un gruppo di residui n-ici secondo ¢l mod. p™.

Infatti i numeri (4) sono tutte le soluzioni della congruenza z*=1
(mod. p™="), e perd tutti i numeri (5), che sono incongrui fra loro (mod. p™),
sono le soluzioni della congruenze z*=1 (mod. p™), e quindi formano un
gruppo di residui n-ici secondo il mod. p™.

4. Un gruppo di vesidui z-ici (mod. p™) lo diremo proprio, quando
due numeri qualunque di esso non sono mai congrui fra loro secondo il
mod. p™. Cosl pure si dird che 1 numeri di un sistema completo di »™° grado
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(mod. formano un sistema quando le loro potenze formano
un

nn. 2 e 3 risulta subito che condisione necessar:
) s § ) S livisibile per p. Inoltre se
() 01100,y 0
S ), S¢ P norr
- - l 9]
i g nod (1=l X )
S : — 1 . .
y. posto, sia » un sore di — 1. e b=" — . slano inoltre
)
tutte le soluzi lella congruer

(mod. p™)

nia 11 D
[,0 0, [\ 0
(9) 0, 2 0 /\.1\;
=4 —10 —1 0y

E facile vedere ¢ 10 questo quadro sono distribuiti in p"=t sistemi
} numeri, di un completo di »™° grado (mod. ™), le cui potenze
) son v-zcr d1 p™, primil con p. B importante poi osser-
vare che s L

W v-ico di p™, vi & nel quadro (9) un sistema
10 che ammetta una soluzi > una soltanto) della congruenza
(10) ¢ (mod. p™).
Infatti si scorge subito c il numero

(mod. oy,

¢ una soluzione della (R): quel numero del sistema (9), che

2 (mod. P), sl avri

(mod. p™)
ciog, posto g, = r?

(11)

0, ab”

‘Hl"ﬂl, P )
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¢ quindi

(tyoo)) = a?"~#" "'+ =¢ (mod. p™).

Premesso cid, si & condotti facilmente alla determinazione di una soluzione
apiristica di una congruenza (10), come vedremo nei successivi SS.

9

8§ 2. — Risoluzione di una congruenzu binomia (mod. ),

!"/ cur ///’//'/w ¢ un divisore di D= i

6. In vista di ulteriori applicazioni noi dimostreremo il seguente teo-

rema pilt generale:
Se ¢ numer:
(12) 01,02, ,0p

v

/"//'NZ!{/W un sistema (‘/;//7/"’(/// e /;/'u/u'/'u di pyime ,//‘((4_/,, ‘\‘L('/;/c'/u il mod

posto

p—1

UC'») A= \‘yw.—z‘

e
1

dove « ¢ un numero intero, l'espressione

.E
pl—ephTivl L2
(14) /#'__l, ; N 4, g

¢ congrua (mod. p™) alla potensa a™* di una solusione apiristica della (10).
Infatti, indicando con &, l'espressione (14) e con g, quel numero del

g

sistema (6), che soddisfa alla congruenza &'=a"~' (mod. p™) [ecfr. n. 5,
g , L

formola (11)], la (14) si pud mettere sotto la forma

p=1
pri—gpi—141 ol
. o ¥ St SN (O i
(15) Za 7/;——1“ @) =1 0
=1

Ora si osservi che, quando ; assume 1 valori

Loy oaee
v

percorre un gruppo proprio di residui y-iei (mod. ™), onde la differenza

(0, 0i)) — 1 per un solo valore 7, di 7 sard divisibile per p™.
Poiche, in virtu delle (7), si ha

(00 0i)P' — 1= (rom)? T'o-v —1=0 (mod. "),

tutti i termini deila somma che figura nella (15) per ¢ ==é, sono divisibili

an

105, b=l

v

y (000:)"

»'!
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per p"; siccome poi per = 7o, per cui si ha (¢o0i,)" — 1 0 (mod. p™)
("‘Ll
lylh’] ‘\‘: 4\‘: \IHA\\L A: )

risulta

s1 trae
¥ - iy = ‘
0 (mod. p™).
Dunque 7, ¢ congruo (mod. p™) alla potenza ™ del numero
- —14+1
- -1
£)

che & una soluzione della (10), perche la potenza »™* di esso, per la (16)
e la (11). & congrna ad a (mod.

Per « =1 si deduce che Spressio

P
e
3
(18) A \ ’J,"“.
ya—
I 4 ¢ lella ¢ ruenza x' a (mod. p").

7. Come applicazione di quest' ultimo risultato determiniamo una solu-
zione apiristica della congruenza
(19) = a (mod. P ).

1

E facile osservare che i numeri

costituiscono un sistema completo di 2° grado (mod. p), e perd si pud porre
p=1

D)

per tutti 1 valori di 7 da 1 a

0; i (III(HI, ya )




onde, posto

S \ pr=1(2k=1) (1111)11. /1“'),

i - [/
—
=1
si trae che !espressione
I—.l 1
5] pr=tpes ] =
il 2 N\ I
p—1

¢ una soluzione apiristica della (19).

Si pud anche osservare che &, secondo il mod p™,

p=1 m p"t T (2k=1)+)
N y4 - 1 3 \* pM—1(2k~1)+1
T L — 4B — B!
$) -J, \ /1 TR — ] ( - ) _—L_ o
- /;”‘_' [/"_1 //”71("_"/:7— 1) "L 1

dove le B sono i numeri di Bernoulli, e, in virtu di note proprieta dei po-

linomi bernoulliani, si ha

2 1 )
Sk = —/"—”_l [[’H‘_I(:/‘: = _*_ l_] (1 — T ./-:) ])1, —1(2k—1)+1 (111041. P )

Infine, introducendo i numeri di Genocechi G,.=(2"— 1) B,, che sono

interi, si deduce che /'espressione

(20) 41 \ . Gy . ko=

™ (p—1) o 9p" T k=D +1 [//w—x(_f_ 1)+ 1]‘

¢ una soluzione ([‘U/‘/‘/'\'/ ‘ca della congruensa binomia ,1,/,1,/',v,,/,'[v,1_

La formola (20) ha importanza solamente teorica: essa mostra che nel
caso di » =2 la determinazione dei coeflicienti pud effettuarsi senza cono-
scere il numero p.

Formole assai vantaggiose in pratica saranno ottenute nel successivo

paragrafo.

8 3. — Solusioni apiristiche ridotte.

8. La risoluzione di una congruenza binomia di »"? grado, col processi
esposti nel precedente §, non richiede altro, che la conoscenza di un sistema

completo di »"? grado secondo il mod. p (v. n. 4), per la costruzione del
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i ol lelle soluzioni della congruenza ¥ 1
quale (1 1) basta la « oseel aeltl y \ o, A
: Poicl ) nzione di quest ultima si pud ricondaurre alla riso-
. ) o1ch N {
N ; binomie di grado inferiore, si pud anche dire che pe
N di coneru ‘ omie di erado 11 !
onoruenza binomia qualungue o tentativi. Ma
: ner la determinazione delle soluzioni minime posi-
todo S bbe assal faticoso.
1 b n questi casi le cos) dette sol stond apiristiche
1 <1 prestan ben :
y la conoset i qualche elemento dipendente
5 10 tativi, del resto, non offre alcuna
S 1 { titor prim
9 v, S ) J sono
[
—1 /
i ——— " Sec L0
"
7 P |
( 01, e B
) N )
]
| )
0 yr T J mod. )
oUF= — 1 AL — 1
A \ \ (0" 7o° )" vk ] —— —7 (mod. "),
n— 1
Su S vl — 0 < nod. \’
1
A ) )
S vV — « ‘.( d - )
1
— 1 L) ]
A : (mod. =)
" 0 - | /
D€ 1 1 e, )N ella congruensa

(21)




lespressione

¢ congrua (mod. ") atla potenza w-esima di wna soluzione apiristica
della (10).
In particolare, per e =1, una soluzione apiristica della (10) ¢

u
=) ol
pr—2p—141 - . 24 L el s ),
. gy, P 7 z
(23) — a i (o —1) \ s
I : P
) A () N1 — 1

dove /,'I e una soluzione della conoruenza

(24) ve —1=0 (mwl. ;_—]) ; '

12

o ) . . n— 1 . .
Se » € primo con = pud porre =1, e la (23) allora di. come {
v {

soluzione apiristica della (10), l'espressione

('_’.";) a

Se si pone w=p—1, e perd /o= 0, si ottiene il risultato secuente :

Se g ¢ una radice primitive di p, Uespressione

¥
1
= =141 —lp—1) g -1
) — o N a’
26) — (9 — 1) =iy -
A= Lo R ] .

17 — 1 NS x QLT 1377
ongrua alla potensa « Ay una soluzione ampirisiica della (lil)
b / 1 k 2

In particolare, per » =2 e e=1, si ha che l'espressione

(27) /’_1«

p=1
sy e

. 5 "
¢ una solusione apiristica della congruensa z*=a (mod. D)
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10. La (23) pud anche mettersi sotto una forma pid semplice. A tal
fine si osservi che esiste sempre un numero y, appartenente all'esponente

(mod. p), tale che sia

(28) y (mod. p).

Si ponga allora

(29) ev=y"" (mod. pm)

e nella (22) si muti ¢ in ¢,. Posto quindi

¢ osservando che, per la (28) e la (30), si ha

\ x™ g m
¢ =] ¢ 0 (lll“lL y4 )5
S1 ottiene coe 1 és
u
=i
= v pi=t(p—1
) 1 B S| ‘— a 5
31) - (o ) e
u pla+sy — 1]
Jrua (1 . ™) a potensa «'™® di una soluzione della (1“)_

Applichiamo la (31) al caso di #=2 e «=1. Se 2" & la piu alta

9

potenza di 2 che divide p — 1, si pud porre

+1) - 2"~ 1) pr=
19) 1 o or+1 \ 17
b ¢
(D2 — - = shw
P o2A—
s U
Una Sotusyone apiristica della congruensa z* a (mod /r”‘)

Duando si vooliar el on ey :
11. Quando si vogliono caleolare le radici di una congruenza binomia

qualunque si assumeri per u il minimo valore possibile, cioe il [ll'mlu!lu

dei fattori primi di #, con quell'esponente col (uale entrano in p— 1.
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Se %, v,w,.. sono i fattori primi diversi di », i quali entraro in p — 1
alle potenze di grado 7»,s,¢, .. rispettivamente, si determineranno i numeri
W, , w,, o, .. rispettivamente non residui u-ico, »-ico, w-ico, ... di p e si
assumera

t
Yie= 0, X . @) (D 4 5 0o 1 (mod. ph.

La determinazione dei numeri w mnon presenta difficoltd. Conviene allora
calcolare colle formole date nei nn. precedenti, per 7 =1, una radice »
della congruenza

V=a (mod. p); \
si otterrd allora una radice della (10) calcolando il minimo numero posi- ;
tivo congruo (mod. p™) al numero !

Pt —2p +1
17/ ARV
§ 4. — Risolusione di una congruenza binomia (mod. p™),
il cui grado é wn divisore qualunque di p™'(p — 1).

12. Supponiamo ora che il grado = della conguenza t
(33) 2"=a (mod. p™) |
3 oo : . {
sia un divisore qualunque di p" '(p — 1), e poniamo 2= p'», dove a’

|

e primo con p.
Si possono sempre determinare due numeri interi « e 2 tali che sia
soddisfatta la congruenza

(34) ap +vg=1 [mod. p™ " }(p—1)]
Sia 7, una soluzione della congruenza
y? =aP  (mod. p™)
¢ «, una soluzione della congruenza
2'=a (mod. pM),

sard allora g,z una soluzione della (38). Infatti si ha

] ap’y vi+ap
— V5 ",1 — 0/ y:

(%o a,'?)” =1, 7 -« (mod. ).

Ora si soddisfa alla (34) prendendo
/-,m "——-'2]/'” y x_+__ 1 )

v

(3'.‘) «=p € »‘))=
quindi, moltiplicando una gualunque delle formole ottenute nel § precedente,
per e=p""" con la (14) della Nota 1 dove sia mutato o in o per
il valore di g dato dalla (35), si ottiene una soluzione apiristica della con-

gruenza (33).




