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Matematica. — [72'osser» sione S /3//5 inoil (m/)f dei sistemi al-

riel di enrve appartenent ad una ’//("‘r"/‘/r' w‘f”/‘('/‘/'/‘(’«/. Nota di

(. Rosarr, presentata dal Socio E. BERTINI.

In una recente Nota (') il prof. Castelnuovo é riuscito a dare la pro-

ica dei sistemi aloebrici semplicemente infiniti di gruppi

prieta caratterl

di punti equivalenti appartenenti ad una eurva algebrica, facendo vedere che

una curva del genere ¥ una serie oo! irriducibile di gruppi di 2 punti,

)

di indice ». possiede un numero di punti doppi = 2¢[n 47 — 1], 1l limite

essendo

junto quando e soltanto quando la serie & costituita

fra loro equivalentl.

teorema o stato dal sig. Torelli () generalizzato al sistemi

aloebrici di gruppi di punti piu volte infiniti, e da tale generalizzazione egli

rio aritmetico per decidere quando un sistema algebrico

.urve sopra una superficie algebrica sia contenuto in un sistema lineare.

Un'altra proprieta ca atteristica dei sistemi algebrici di curve contenuti

lineare. e subito estendibile a varieta qualunque, si pud pure

ioni semplicissime dal teorema di Castelnuovo, la quale

-oprieth. per quanto dedotta in modo quasi immediato, mi pare possa pre-

S un qua interesse.

1. Si abbia sopra una superficie aloebrica F un sistema algebrico irri-
lu le S di curve alcebriche, e si indichi con » il suo indice, (numero
lelle curv da un punto oenerico di F), e con 7z 1l suo genere, cioe

senere della curva ¢ 1 cui punti rappresentano le curve di S. Ad una

a oen li S corrisponde un punto di ¢ , ma puo darsi che a qualche

1 speciale S corrisponda piu di un punto di ¢. Se ad una curva C
di S corrispondono punti di ¢ dei quali e, siano tra loro infinitamente

Gty pure 1nfinitamente vicini, ecc. '”.—:—’f»z‘:— - =17%). la curva C
sard un elemento multiplo del sistema S, e i numeri ¢, — 1, @, — 1, ecc.
(= 1) si diranno i suoi ranghi sulla superficie F. Chiameremo znviluppo
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del sistema S il luogo dei punti di F per cui due delle » curve uscenti da
oss0 coincidono in un medesimo elemento di S, cosicche tale luogo sara co-
stituito dall’ ordinario inviluppo (luogo dei punti d’intersezione di due curve
infinitamente vicine) e dagli elementi multipli del sistema S che hanno al-
meno uno dei ranghi maggiore di zero. Quando nel seguito parleremo del-
Vinviluppo di S intenderemo senz'altro l'insieme dell'ordinario inviluppo e
di ciascun elemento multiplo del sistema stesso contato con un ordine di
molteplicity uguale alla somma del suoi ranghi.

Alle v curve di ¥ uscenti da un punto di F corrisponde un gruppo G
di » punti sulla curva g; variando il punto sulla superficie F, il gruppo G
deserive su ¢ una serie oo® I birazionalmente identica alla supeificie F o
ad una involuzione ivi esistente, nel caso che il sistema non sia semplice.
Si consideri ora su F una curva A che incontri la curva generica C del
sistema S in m punti; ad un punto variabile su questa curva corrisponde
un gruppo di = variabile in una serie ' y di indice 7; ad un punto di
intersezione di A con linviluppo di S corrisponde su ¢ un gruppo di y con-
tenente due punti infinitamente vicini. Ma per il teorema di Castelnuovo il
numero dei punti doppi della serie y ¢ = 2m[v 47 —1], il segno =
avendosi solo quando la serie y é costituita da gruppi tutti equivalenti. Se
dunque il numero dei punti dintersezione di A con 1 inviluppo di S &
— 9m[v -+ m—1], e lacurva A appartiene ad un sistema continuo almeno
o' di gdaro >0, variando A entro tale sistema, il numero dei punti d'in-
tersezione di A coll'inviluppo di S rimarrd costante, la serie y che le cor-
risponde entro X descriverd tutta = e sara sempre costituita da gruppi equi-
valenti, e poiché due serie y hanno seripre almeno un gruppo comune, tutta
la serie = sard costituita da gruppi equivalenti. Allora per un teo-
rema del prof. Severi (') il sistema S ¢ contenuto totalmente in un sistema
lineare.

Possiamo dunque enunciare:

« Dato sopra una v\"/]“/'/fn'//’ l//{/(‘///‘/(’(/ F un sistemna (_I(‘j/(/w 200 V1T~
ducibile oo S di curve algebriche, di indice v e di genere 1w, una Curva

(1) Cfr. il n.° 2 della bella Memoria del Severi, /1 teorema 1'dbel sul
gebriche, (Annali di Matematica, Sevie IIT, tomo XII), nella quale, con l'uso degl'inte-

oyali finiti di Picard velativi alla superficie, si danno le condizioni perche un sisterna
aleebrico di curve sia contenuto in un sistema lineare, e se ne deducono varie proprieta,
fra le quali una dimostrazione veramente semplice del teorema (che ¢ il risultato di re-
centi ricerche di Severi, Picard, Enriques, Castelnuovo, al quale se ne deve la determi-
nazione ultima) che afferma essere il numero di detti integrali ucuale all'irregolarita della
superficie.

Il Severi stesso & ritornato sul teorema di Abel negli altri due lavori, Intorno a
teorema dAbel sulle superficie alge hriche, e alla riduzione a forma normale degl'inte-
rali di Picard (Rendiconti di Palermo, 1906), e Osservaziont varie di Geometria sopra

una superficte algebrica e sopra una areta (Atti del R. Istituto veneto 1905-06)
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A ¢ watri la eurva generieca Sister nom punte, wneconlrera il
. 0 y wero di punt 2m[v+mw—1]: seil limite su-
) goiunto e la curva A ¢ alla a individuare un sistema conti-
0 | siste S ontenuto tolatmente in un Ssistema

Prendendo per A una sezione piana (o iperpiana), si ottiene il teorema:

« L'or e dell’inv d L Sistema ""4/'/ rico irriducibile ((// 00!

; ’ re ) di curve alg iehe di ordine m non puoO superare

wmero 2m[v4-m—1]; se @l te superiore € raggiunto, il sistema
\ S ito total fe 1 o Sistema lineare ».

Ricordando che le superficie regolari sono caratterizzate dal non posse-

dere sistemi continui di curve algebriche non contenuti in sistemi lineari (),
ol d
- ratteristica delle superficie algebriche regolari ¢
se l'tny luvno di Si8t L ( brico irriducibile oo d7 /‘//!/.[.1’1‘ Vi
T . di curve algebrich lell’ ordine m ha " ordine massimo
2 :x S+ a—1]»

2. L’'estensione del teorema dimostrato al caso di una varietd qualun-
ue si fa immediatamente. Entro una varietd V,, (ad » dimensioni) immersa
nello spazio S, si abbia un sistema algebrico irriducibile S semplicemente

di varieta V,_, (ad » — 1 dimensioni), di indice » e di genere 7,

sia I il suo inviluppo, del quale intendiamo sempre faceia parte ogni ele-

multiplo di S con una molteplicitd uguale alla somma dei suoi ranghi.

re 77, immagine del sistema S, si avrd una serie alge-

o1l curva g ¢
brica 3 " di gruppi di » punti, birazionalmente identica alla varietd V, se

| sistema S & semplice; se invece le » varietd di S passanti per un punto

nti costituenti una varieta wj, la serie = sard oo™* e

birazionalmente identica alla totalitd delle wy. Un S,_,., generico di S,

tacliera la V.. in una curva C e la varietd cenerica del sistema S in m

punti, se 7z e l'ordine di tale varieta. Alla curva C corrisponde su ¢ una

serie oo' di gruppi di » punti contenuta in = e di indice m , la quale avrd
un numero di punti doppi = 2m [» 47 —1]. Se il limite & raggiunto,
ando 1'S,_,., entro 1'S, e applieando il teorema di Severi, si ottiene:

« L1 /’ P0 17 un sistema em; licementt r/Z/J"//‘/U irriducibile (///

Y e (U genere 1@ di variela ad n— 1 dimensioni e di /;/“///,{,‘ m

conlt tto entro una varield ad n dimension: ha l'ordine = 2m rl' By, — ]:
e limile superiore ¢ raggiunto, ¢ solo allora, il sistema ¢ {totalmenle

contenuto in un sistema lineare. Il limile sara costantemente raggiunto

per ogn sistema continuo, la variela ¢ regolare (%) ».

(1) Cfr. Enriques, Sulla proprieta ratteristica delle superficie /,(,/,v/‘,‘, he irreqo-
olar: (Atti della R. Accademia di Bologna, 1905).

(*) Ricordiamo ch i dice regolare una varieta ad n dimensioni priva di sistemi

ntinui « pleti non lineari di varieta ad z 1 dimensioni
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3. Dalle considerazioni precedenti si puo far discendere 1'estensione a
due varieta qualunque di un teorema che il Severi ha dimostrato per le
corrispondenze a valenza zero fra una superficie e una curva, e fra una va-
rietd e una curva (').

['ra i punti di due varieta V, e V. (ad » e ad s dimensioni) esista
una corrispondenza algebrica che associ ad un punto generico di V, una
varietd V,_, (ad s — 1 dimensioni) entro la V,; se tale V,_, nasce da oc
punti di V, costituenti una varietd w; ( = 0), variando il detto punto entro
la V., la Vi, corrispondente descriverd entro V, un sistema algebrico oo™,
che chiameremo S, birazionalmente identico alla varietd delle ;. Alle oor—i-!
Vi, di S uscenti da un punto generico di V, corrisponderanno entro V,
™" w; le quali descriveranno una varietd V,_, ; se le varietd di S uscenti
da un punto hanno oo* punti comuni (4= 0) costituenti una varieta my
col variare del detto punto entro V,la V,_, deseriverd entro V, un sistema
algebrico oo® % che diremo R, birazionalmente identico alla varieta delle 7Ty, «
Dimostriamo che se uno dei due sistemi R od S ¢ costituito da variet
tutte equivalenti, anche U'altro ¢ tolalmente contenuto in un sistema lineare.

Ammetteremo dapprima 7 = 0 4 =0 e che le varietd w; o t, s1 riducano
clascuna a un punto cioé che i sistemi R ed S siano semplici. Supposte tutte
equivalenti le varietd di R, scegliamo entro S un sistema oo’ I' di indice 1
e di genere 7 e una curva D che tagli la varietd generica di S (e quindi
di ) in » punti. Alla curva D corrisponderd entro la V, un sistema oo’ #
contenuto in R e di indice n, e al sistema I' una curva C del genere =
che taglierd in » punti la varietd generica di R. Le varietd del sistema .7
segneranno sulla curva C gruppi di » punti di una serie di indice . con-
tenuta in una serie lineare, perché le varieta di R sono equivalenti. Per il
teorema di Castelnuovo questa serie avrd dunque 2n[v -+ —1] punti doppi;
esistono ciod 2n [v 4w — 17 varietd di # che toccano la curva C. A queste
varietd corrispondono entro la Vi i punti della curva D per cui passano due
varieta di I' infinitamente vicine, ciod i punti d’incontro di D con I'inviluppo
di I'. Per il teorema del n.° precedente, il sistema I" & contenuto totalmente
in un sistema lineave, e percid le varietd di S sono tutte equivalenti.

Applicando il eriterio generale di Torelli (efr. Torelli, 1. ¢.) relativo ai sistemi al-
gebrici di gruppi di punti pid volte infiniti, si vede similmente che: « Se si indicano con
My My .. My—y gUE 0rding delle rispettive varietd Vo—y, Vi—s, ... Vo intersezioni di 2. 8. ... r
varieta generiche del sistema (supposto semplice), dimodoche sara m.—_, il suo grado, ed
ammesso che non esistano elementi multipli con ranghi maggiori dell'unild, gli ordini
delle varietd W, W,—y, ... W, luoghi dei punti per cul passano rispettivamente
3,4, .., 41 varieta infinitamente vicine del sistema non POSsono superare rispetti-
vamente v numert 3m,[v 4 271 — 2], dmo[v 4-3m — 8], ... (1) m—y[y 17— 7]; quando
uno di questi limiti 2 raggiunto, lo saranno anche gli altri, e il sistema sard contenuto
in un sistema lineare ».

(") Cfr. Severi, Il teorema di Abel ecc. (1. c.).

Renprcontr. 1907, Vol XVI, 1° Semn 121
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4. Prima di passare al caso oenerale, sard utile dimostrare un lemma,
<ui sistemi algebrici composti. Si abbia entro una vavietd V, un sistema
che indicheremo con R, di vavietd V,_,, tale che

aleebrico rriduci! 0°
le oot varietd V,_, uscenti da un punto generico di V, abbiano comune

tutta una varietd o; (viducibile o irriducibile) contenente quel punto, (per

— 0 la w;

R sono equivalenti, il Sistema lineare minimo definito da R e

si riduca a un certo numero di punti); io dico che se le va-

ire composto con le variela ;.

Indifhi.nmw con R il sistema lineare minimo oo’ contenente R e rife-
riamo proiettivamente le varieth di |R| ai punti di uno spazio lineare S, .
Alle varietd del sistema algebrico R corrisponderanno i punti di una Vj
‘rriducibile e appartenente ad S;; alle co=' varietd di R uscenti da un
punto P generico di V, corrisponderanno i punti della Vg, intersezione
della V. con un certo iperpiano 7r. Se le co'=! varietd del sistema |R uscenti
da P non contenessero tutta la ;, scegliamo un punto T della che non
sia comune alle dette oe'~' varietd; ad esso corrisponderd in S; un iperpia-
no = distinto da 7 e contenente tutta la Vi, intersezione di & con la Vj.
Ne consegue che la V,_, apparterrebbe al piu ad un S,_. e quindi la varieta
rriducibile V. apparterrebbe al pit ad un S, contro 'ipotesi che sia cof
il sistema lineare minzmo cui appartiene il sistema algebrico R.

5 Ritorniamo ora al caso generale in cui i sistemi R ed S non siano
semplici e, ricordando le notazioni del principio del n.° 3, indichiamo con
V* e con V-, le varietd, in corrispondenza razionale in un sol senso con
le varieth date, immagini rispettive delle totalitd delle w; e delle 7y, e
con R* ed S* i sistemi algebrici semplici di varietd V,—i, e Vg tra-
sformati di R e di S. Supposte equivalenti le varietd di R, al sistema
lineare minimo contenente R, sistema composto con le w;, corrispondera
in V*  un sistema lineare contenente il sistema algebrico R*; ne consegue
che S*, e percid anche S, é contenuto in un sistema lineare.

6. Supponendo che il sistema algebrico R, considerato come varieta cof=~
di elementi. sia una varietd regolare, la V¥, | birazionalmente identica ad R,
sard regolare; ed allora il sistema S* e percid anche S e quindi R saranno
contenuti totalmente in un sistema lineare. Possiamo dunque enunciare il
seguente corollario:

« Entro una varieta qualunque ad r dimensioni, un sistema algebrico o
di variets ad r— 1 dimensioni, il quale, considerando le sue varield come
elementi, sia una varield regolare ad s dimensioni, ¢ contenulo totalmente

in un sistema lineare (') ».

(1) Per »=2 s—1 si ha un noto teorema di Enriques. Cfr. Enriques, {/n'0osserva-

zione relativa alla rappresentazione //r/r(/,/w/,'u',/ lelle curve algebriche (Rendiconti di

Palermo, 1896).




