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Meccanica. — Sull'attrazione newtoniana di un tubo sottile.
Nota del Corrispondente Levi-CrviTA.

L'attraziono @, esercitata da una linea materiale sopra un punto esterno
P, tende notoriamente a diventare infinita quando P si avvicina indefinita-
mente alla linea. In una Nota recente (') ho assegnata la espressione asin-
totica di una tale attrazione, sceverando (nelle derivate del corrispondente
potenziale, e quindi nel vettore da esse definito) la parte singolare @@ .
Questa dipende soltanto dal comportamento locale della linea materiale, nel-
l'intorno di quella posizione, cui si suppone vada indefinitamente avvicinan-
dosi il punto P.

Dacché la proprieta caratteristica di @@ @ che la differenza

O — QY =y

rimanga finita (mentre @ stesso si trova affetto da singolaritd), & evidente
che, per P abbastanza vicino alla linea, 1'addendo ®‘® prepondera su ¥;
quest'ultimo pud quindi essere trascurato di fronte a @ con approssima-
zione tanto maggiore, quanto pitt & prossimo il punto potenziato alla linea
potenziante.

Scopo del presente lavoro & di passare dal caso ipotetico di una linea
al caso concreto di un tubo (pieno) T, di sezione abbastanza piccola, rispetto
alla lunghezza, da essere, quanto all'andamento generale, assimilabile ad una
semplice linea. Anche quanto all'attrazione, un tale tubo non differird sen-
sibilmente da una linea materiale, finché si trattera di punti posti a debita
distansa. Ma, per punti situati in prossimitd o addirittura nell'interno del
tubo stesso, non sono piu trascurabili le dimensioni trusversali rispetto alle
distanze degli elementi potenzianti dal punto potenziato, né & quindi in alcun
modo giustificata la identificazione suddetta.

Si riconosce anzi a prima vista una differenza profonda fra i due casi.
Per la linea, l'attrazione diviene infinita; per il tubo (comunque lo si sup-
ponga sottile), tutto resta finito. Non ¢'¢ dunque da aspettarsi in questo secondo
caso una espressione asintotica, desunta da una semplice separazione delle
singolaritd. Tuttavia, se si immagina decomposto il tubo in fibrille elemen-
tari, e si osserva che ciascuna di queste & effettivamente assimilabile ad una
linea materiale, si pud ragionare come segue:

L'ipotesi che il punto potenziato P sia interno o prossimo al tubo (sup-
posto il tubo abbastanza sottile), implica che sia piccola la distanza di P da

(") Pag. 3-15 di questo stesso volume dei Rendiconti.
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ogni fibrilla, cosi piccola in particolare perche alla corrispondente attrazione
5{1 P sia con sufficiente approssimazione sostituibile la sua parte asintotica.

Ma allora, sommando questi contributi asintotici, si avrd una espressione
dell'attrazione tanto pidt approssimata, quanto piu @ sottile il tubo; e questa
espressione (al pari dei contributi, da cui risulta) godrd della proprietd fon-
jamentale di dipendere soltanto da elementi localf, ciod dalle caratteristiche
seometriche e materiali dell'agente in prossimitd del punto P

Ecco il risultato ultimo, cui si perviene svolgendo sistematicamente un
tale ordine di idee:

Si fissi, entro il tubo T, una qualunque fra le infinite linee geometriche,
atte a definire 'andamento generale del tubo: questa linea si chiamerd me-
li o dir ‘e, @ si designerd con C

Sia P un punto generico di C; ¢ la curvatura in questo punto; = la

S del tubo, praticata col piano normale a C, condotto per P.
Sieno ancora O e Q due punti di v ;dr,,dr due elementi della sezione
ad essi circostanti; 4 = 0Q ; e si ponga
. , 1 — [
(1) :—‘ r. ‘I,l‘\\:—,
e Jr |
1 e stante ess che figura per ragione di omogeneita,
la sola condizione qualitativa di essere abbastanza grande
spet 2 corda di =. (In eventuali applicazioni numeriche con-

stesso ordine di erandezza della lunghezza del tubo).

a, & come si vede, un puro numero; essa viene a di-

pendere, per un dato tubo, soltanto dalla sezione normale z, cui ci si rife-

sce, = lal punto P. Se si immagina di fissare la po-
I B A i C medi: I'arco s di curva, contato a partire

la un'origine arbitraria, la 4 si presenta come funzione di s.
( si prenda a considerare una porzioncina di tubo di spessore
resa fra r e un'altra sezione normale vicinissima. Rappresentando
D3 1 11 materia ('), sitnata fra queste due sezioni, » sard a

1113 lensit re P del nostro tubo T.

nti poi Fds (in grandezza e direzione) la risultante delle attra-

1001 newtoniane, che la detta porzione elementare subisce da parte di tutto

tub on che finito F si trova riferito all'unitd di lunghezza.
Deite F,. F F e componenti di F secondo la tangente a C (llel
senso, 1n cul 81 contano gli archi 3), secondo la normale principale (nel senso

1aggio, al caso dell’attrazione di masse
la densita della distribuzione come una

‘ovvio intendimento di rendere senz'altro

, alla teoria dei vortici, ecc.
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della concavitd) e secondo la binormale, ove si assuma la costante dell attra-
glone eguale all'wnita, si ha asintoticamente
d(v*h)

(1)

(IT) [ = F." =v*%e , F” =0,

'appellativo « asintotico » va cosi inteso:

Il vetbore K, definito dalle (IT), tende a differire tanto meno (in gran-
dezza e direzione) dalla risultante F', quanto piu & sottile il tubo. In modo
pitt preciso: le direzioni di F' e di F tendono a coincidere; il rapporto
)

141:‘1 delle rispettive lunghezze tende all'unitd, al decrescere indefinito della
sezione del tubo.

Mostrerd prossimamente come a queste considerazioni asintotiche si col-
leghi una applicazione ai campi elettromagnetici puri, che gia ebbi ad an-
nunciare nella precedente mia Nota.

1. Tubi costitwiti da linee di wna data congruenza. — Sia data in
una certa regione I' dello spazio una congruenza di linee L, cioé una fa-
miglia oo® di curve, tale che per ogni punto ne passi una. Sieno generica-
mente »,v due parametri determinativi delle curve della famiglia (per es.
le coordinate delle rispettive intersezioni con un piano fisso, o con un'altra
superficie qualsiasi. che tagli ciascuna di esse in un sol punto); sia » un
terzo parametro atto a fissare la posizione dei punti sopra le curve L (per es.
la lunghezza dell'arco, contata a partive dall'anzidetta superficie unisecante).

Con tali ipotesi, rimangono univocamente definite le coordinate carte-
siane w#,y ,s dei punti della regione I', in funzione di %, »,w . Seriveremo
in conformitd

s o=, vk
(1) ¥ =y, v;0),
g=23u,v;w),

e avremo in queste formule anche la rappresentazione parametrica d'una
generica curva della congruenza: basterd naturalmente attribuire valori fissi
ad »,v, facendo variare la sola w.

Supponiamo ulteriormente che i secondi membri delle (1) posseggano
(sempre entro I') derivate finite dei primi quattro ordini, e che non si annulli
il determinante funzionale

do dy ds

du du du

de dy ds |
(2) D= dv dv dv |’

do dy ds
dw dw dw

anzi, in modo piu preciso, che sia diverso da zero il suo limite inferiore.
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Queste condizioni somo pi che sufficienti per assicurare la continuitd e
la derivabilita per due volte successive (sia rispetto ad u,v,w, che rispetto
ad o ¥ &) delle k'lll'&l[[t‘l'l\[it‘h\‘ :"L‘HIIIL'IIl(‘uwllm'lk'll/l:lll di primo e second or-
dine, spettanti alle curve della congruenza. Saranno in particolare funzioni
continue e derivabili due volte i coseni direttori «, g,y della tangente, la
curvatura ¢ e i coseni direttori e, , B, .,y della normale principale.

Cid premesso, fissiamo una determinata fra le curve L e designiamola
con C, supponendo (come @& evidentemente lecito senza pregiudizio della ge-
ieralitd) che essa corrisponda ai valori =0, p =0 dei due parametri de-
terminativi.

Consideriamo le curve L della congruenza vicine a C, e precisamente

te quelle, che corrispondono a valori di %, v, situati in un certo intorno
@ di # = =0: esse riempiono complessivamente uno spazio filiforme, con-
tenuto in I', che diremo fubo T, caratterizzato, quanto all'andamento ge-
nerale, dalla sola linea C (come del resto da un'altra qualsiasi delle varie

he lo costituiscono). Diremo che C & la direttrice del tubo, o, in par-

si tratta di un tubo chiuso), dell’anello T.

'intorno @ (da cui dipende la grossezza del tubo), converrd

ritenerlo abbastanza piccolo perche sussista costantemente una certa disu-

gus e sard ata qui appresso [n. 2, 5)].
teremo le coppie di valori di v come punti di un piano rap-

IT: @ viene cosi a corrispondere ad una piccola area compren-

ne. Ogni punto di quest’area individua una curva L, e potrd dirsi

lente 1'origine. Og
lla curva; il piede della direttrice C viene quindi a cadere nel-
2. Comj ento delle sesioni trasversali. Lemmi diversi. — Le (1),
sguardand s 1 porgono la rappresentazione parametrica di una
sezione trasversale o del tubo; #,» possono naturalmente interpretarsi come
irviline Il relativo quadrato dell'elemento

* 4+ dy* + ds* = Edu* + 2F dudp + G dv?

I

ondo la copsuetudine (con evidente significato della notazione)

Gy \(’;—L)z

(9) H=|{/EG—F?|,

E F
\F ‘1

HA—




— 417 —
il quadrato, fatto per righe, della matrice

(4) du du du
de dy dz

dv dv do

Come tale, esso ha, in tutto il campo I', un limite inferiore certo di-
verso da zero: infatti, in caso contrario, sarebbe pur zero il limite inferiore

di D.
Per la stessa ragione & diverso da zero il limite inferiore del radicale

o =ly/ETEE

dw dw dw

Introduciamo 1'angolo (non ottuso) ¥, che la normale alla sezione o

in un punto generico forma colla linea L passante per quel punto.
de dy dz

Dacche i coseni dirvettori «,p;y di L sono proporzionali a . Nl
dw’ dw’ dw

mentre quelli della normale a ¢ sono proporzionali ai minori della matrice (4),

i coefficienti di proporzionalitd essendo == 71,:11—{ secondo il senso che si

assume come positivo, si ha ovviamente

D|
(6) COS!,U=E,

donde apparisce che anche il limite inferiore di cosy & diverso da zero:
¢id val quanto dire che vy non supera mai un certo angolo acuto.
A complemento di queste generalitd, conviene rilevare quanto segue:
a) Sia ¢ la distanza fra due punti generici Q(xz,y,2) ed O(2o + %0+ 80)
di una medesima sezione trasversale o (w = cost). Dette u, v ;% , v, le ri-
spettive coordinate curvilinee, poniamo

(7) x=|1/(“—‘“o)?+(0—00)2| ’

con che y misura, nel piano rappresentativo Z7, la distanza fra i piedi delle
due curve L, passanti rispettivamente per Q e per O.
Nell'intorno @ del detto piano rappresentativo,

&= (2 —20)+ H— %)+ (— &) =2 (x — x,)*

pud considerarsi come funzione di %, v (nonché di u,, o), continua assieme
alle sue prime derivate.

L. e Saper g
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S(xr —a,) —=E, .:(‘:—-‘r\\\ -=F, 2\A——rﬂ e @, ,
' 3 i
avremo
ol e dx\* d*a \
= =23(50) +23(r—a) S =2E+E),
: K( SiE 0) o
e analogamente
’(:k‘: Al Al ”‘f\\' O N Y
5 . = _‘(1 +F)) . > = &G *!* Gy,
dudy

E, . F,, G, convergendo manifestamente a zero, quando Q ed O tendono a
coincide

Per u=u,,v=19,,& si annulla assieme alle sue derivate prime;
applicando ad essa lo sviluppo abbreviato di Taylor (rispetto alle due varia-
bili %, v, a partire dai valori u, . v,), potremo serivere
&= (E 4 }‘:') (% — u,)? S :(1" -+ F ) (6 — uy) (== Vo) —f—

—7'-(&: + &) (v — Vo)®

riferendosi ad argomenti intermedi fra u e wuo, v e 2.

Nell'intorno di ogni coincidenza della coppia Q, O (u Uy y U = Vy) ,
espressione di &* costituisce una forma quadratica definita ri-

spett argomenti # —u,, » — v, (in quanto i coefficienti differiscono

tanto poco quanto si vuole da E,F,G, i quali appartengono ad una forma

definita).
- : . - . &t . = :
Pur definita & la forma »*. Il rapporto — oscilla pertanto fra numeri
omitl. Siccome d'altra parte, finché la distanza ¢ rimane superiore ad un
certo limite fisso, lo stesso segue di x, cosi si pud ritenere che, per qual-
. . € e A : .
stasi copy Q.0, — resta compreso [ra aue costanti positive.

b) Ipotesi complementare ; interpretazione geometrica. — 11 secondo
membro della (6) dipende dalle nove derivate di r,y,s rapporto ad
¢,v,w. Immaginiamo che sei di queste, e precisamente

drz dy dz

du ' du’ du’

de dy ds
dv " dv ’ dv’

s riferiscano ad un punto Q, cioé a certi valori ,v,w degli argomenti;
e le rimanenti tre;

dx Jl dz

dw ' dw ’ dw’
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ad un altro punto O della stessa sezione, cioé a valori, in generale diversi,
Uy , vy dei primi due parametri, e allo stesso valore di w .

QO

H‘, ho
Dacchd, per w=uwu,,v=1v,, e in particolare per v —=u,=0,v =0,=10,

Per mettere in evidenza questa accezione, scriveremo

; . D , . 2 K .
I'espressione Hy bon si annulla, e si tratta di funzione continua, potremo
1/

asserire che esiste un intorno @, di »=wv=0, tale che, comunque si scel-
gano nell intorno le coppie u,v;u%,,»,, rimanga (sopra qualsiasi sezione,
cioé per tutti i valori di w , che giova considerare) diverso da zero il limite
H,ho *

Cid posto, introdurremo, accanto alle premesse del n. 1, 'ipotesi com-
plementare seguente:

L'intorno o, che caratlerizza il tubo T, ¢ abbastanza piecolo da tro-

inferiore di -

varsi tutlo contenuto in o, .
Dal punto di vista geometrico, seguitando a designare con cos v il rap-

Hia'ho
in Q forma colla tangente alla linea L in O . Quest'angolo v , per qualsiasi
coppia di punti Q ed O, appartenenti alla stessa sezione del tubo, rimane

orto . ud interpretarsi come 1'angolo che la normale alla sezione
p g

pertanto inferiore ad un angolo fisso, minore di PR

Qualora si tenga presente:
1°) che le direzioni appartenenti al piano tangente (a ¢ in Q) for-
mano colla detta tangente a L in O angoli necessariamente compresi fra

T T o b= o . .
oo Y e 5-}— Y, talche i relativi coseni non possono superare sen ¥, in

valore assoluto;

2°) che, se si congiungono due punti quali si vogliono di ¢ con un
arco tracciato sulla stessa o, una almeno delle tangenti nei punti intermedi
dell'arco & parallella alla corda determinata dagli estremi ;

si e condotti alla conclusione che il coseno dell’angolo, compreso fra una

generica corda di o e la tangente ad una curva L, spiccata da un punto, pure
generico, della stessa sezione ¢, non pud mai superare, in valore assoluto,
una certa costante, essenzialmente minore dell'unitd.

¢) Fungioni semi-finite. Ordine di grandezza dei rispettivi inte-
grali. — Sia f una funzione dei due punti Q ed O e di quanti si vogliono
altri punti parametrici P, R, ecc., variabili anch'essi sopra una medesima
sezione o . Consideriamo in particolare la dipendenza di / dalle coordinate
Uy , vo del punto O, e supponiamo che (comunque varino i punti parametrici)
essa possa al pid diventare infinita di prim'ordine per O coincidente con

{
i

e
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Qo =1, Vo =="0), mantenendosi finita e continua per ogni altra posizione

di 0.
In tale ipotesi, / potrd porsi sotto la forma

p
1

essendo 7, ovunque finita.

Se. collo stesso significato di /*, /), pud a sua volta presentarsi sotto

la forma PR./*, con che
l\*‘

(8) f = A .

diremo che / & funsione semi-finita.

Manifestamente le funzioni finite rientrano nella definizione come caso

&

particolare: basta supporre PR
La ragione del nome sta nella circostanza che, pur potendo / diventare

infinita nel punto Q, il suo integrale

(9) J= | [du,dv,

verifica una disuguaglianza dello stesso tipo di quelle che valgono per ogni
funzione finita.

La constatazione & immediata. Immaginiamo infatti di assumere, nel
piano rappresentativo 27 delle u,,v,, un sistema di coordinate polari col
polo nel punto (u,») (piede della curva L passante per Q). Il raggio vet-

i » sistema di coordinate & la x, definita dalla (7); chiamando ¢

tore ad t
I'anomalia, si ha, per l'elemento di campo w,

do = y dy d3.
La precedente espressione di J, ove si assumano come variabili correnti di
integrazione z e 9, anziché u, e v,, e si abbia riguardo alla (8), potra
gssere s

= |mﬁ{/"§d;¢ 9.

Notiamo che, per l'osservazione a), il rapporto X oscilla entro limiti
&

finiti, e che lo stesso pud dirsi del rapporto PR’ designando 0 la distanza
X

(mel _piano rappresentativo 27) fra i’ piedi delle due curve L, passanti ri-
spettivamente per P e per R.

|
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Se ne desume la possibilith di assegnare una costante positiva M tale
che, per tutti i valori dei vari argomenti che interessa considerare,

M

'P_R/‘% <2_ﬂX|-

In base a tale disugnaglianza, chiamando J la massima distanza di
due punti del campo @ (con che in particolare yx, < d), si ha subito 1'an-
nunciata limitazione

M
J
(10) )2

dJ. r(lle() < Mo*.
v W

Converremo di dive che una quantita J, per cui vale una disugua-
glianza come la (10), ¢ (almeno) di secondo ordine rispettv o d.

d) Consideriamo la differenza 2 — 2, come funzione delle coordinate
curvilinee dei due punti @ ed O, cioé (coincidendo le loro terze coordinate)
di 2,v,w ; 4, v,; e formiamone in particolare la derivata rispetto a w.

Questa derivata
d dz dz,

—“(.Z‘—wo):Tw—

dw dw

. i ! A ; ; dz .
si presenta come la differenza fra i valori assunti dalla funzione d—J nei
w

due punti Q ed O. Per le ipotesi ammesse circa le funzioni (1), alla cll_x

aw

e certamente applicabile il teorema dell’aumento finito, da cui segue che
lz lz : e

la differenza % — %ul pud porsi sotto la forma 0Q./*=e.f*, desi-

gnando /* una funzione finita e continua.
Lo stesso vale naturalmente per y — y, , 2 — z,.
Diremo in conformitd che le derivate

dz—zy) d(y —yo) d(s — 3,)
dw ! dw : dw

contengono & a fattore.
Si osservi ora che ¢ dipende da w pel tramite delle differenze & — z,,
Y — Yo, 8 — &. Ove si designino per brevitd con

i coseni direttori di OQ, si ha

d(y — 1)
dw

d(x — @)
dw

d(s— 3,) )
dw &

d log e
dw

+ & + &

1
=;=E|
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d 1\‘*’5 -~ S 2
donde apparisce che ——— rimane fnita, anche \{llill]llll O tende a coinci-
i aw

dere con Q
derivate rapporto a w del coseni

conclusione vale per le
elle loro derivate rapporto ad

Analoga
& . & .. Basta pensare che una qualungue d

r— To, Y —Yo, 5§ — 5, rientra nel tipo con & polinomio di secondo

orado nei coseni stessi. Una derivata rapporto a si presenta cosl come

somma di termini della forma — ————, @ si conserva quindi finita.

Per le derivate rapporto ad » o a v (1n quanto si riguardino u%, Ve
) } ; ; d(x — &) lx
come pendenti da % .v), non & pid vero che, m ———— = ed
: 1473 du
analoghe, comparisea  a fatlore. Si pud quindi soltanto affermare che /e
' 14
loge , & &y , &
it prim per O cotn-
a)
D amo con
P;2.¥,3; %o Y0:50:81,%5,8)

mna funzione, che d /s » 5, direttamente e pel tramite
argomenti & ltre dalle coordinate ze,¥e,2e di
n punt e sitnato sulla stessa sezione o, cui

“_‘"? _' o 7‘ ()
Sia fi assieme alle sue derivate prime e seconde, rapporto a
tutt 2 arg nti. Da cid e dal ) discende subito che anche
n generale non si pud dire altrettant <1 Si pud perd
I D tre derivate, che genericamente con

D anks -

~'ﬁ — 4‘
&
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: (1] : sl
basterd accertare che si presenta sotto la forma JT la derivata @ di cia-

geuno dei detti argomenti.

Per i primi 9, la cosa risulta senz'altro dal fatto che le devivate di
@,y ,4 rapporto ad w,v,w possono considerarsi (in base alle (1) e alle
ipotesi fatte a loro riguardo) come altrettante funzioni finite, derivabili, ece.
delle coordinate z,y,z del punto di cui si tratta: moltiplicando e dividendo
per &, si attribuisce loro la forma % coll'accennato comportamento di g*.

Quanto ai coseni &, , & ,¢, 8'¢ gid osservato che una qualunque delle
loro derivate rapporto ad & — z, , 2o 1i 0. ;
oro derivate rapporto ad @ — 2y , ¥ — yo , # — 4, rientra nel tipo —, con &

&
polinomio di secondo grado nei coseni stessi. Sard cosi ogni De; (7 =1,2,3)
2
. .. . © . .
somma di termini del tipo g D(z — x,). Come si vede il numeratore &
finito (e nemmeno dipende dalle coordinate #: , y. , 4, del punto parametrico)

*
in ogni modo anche ®s; rientra nel tipo g,
&

’

In modo analogo si riconosce che, se
g:(P;l‘,y,::xmyu,:o)

designa una funzione, la quale si comporta esattamente come g,, salvo che
non dipende dalle &, e se si indica con / una costante, anche le derivate
del prodotto
e
2 10g Z‘
sono riducibili alla forma

Se dunque si mette in particolare evidenza la dipendenza dal punto
parametrico P e si pone

9 ()= g:(P) + g:(P) 10g§.

i potrd ritenere

con g funzione ben determinata del tipo g*, cioé finita e dotata di derivate
finite rapporto ad e, s, 2e.

Attribuendo al punto parametrico P un’altra qualsiasi posizione R (della
stessa sezione o), avremo analogamente

D9 (R) = '[”TR).
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donde per sottrazione
j,‘(l‘) w— u(lh

IS

@)9(P) — 9(R){ =

Se ne desume, invocando il teorema dell'aumento finito, e avendo ri-
2 Ny ‘3'1"' {!lﬂr' :,(l“ -y A}\R’ Sono

gn;mio a ¢), () che / deriv

fp

funsiont semi-gntle.
q) Snpponi:mlﬂ che 01,02, © n[llllhil anche g, \h[\t‘lhl:lll«) [‘lfl gene-
ralmente da pid, diciamo due, per fissar lo idee, punti parametrieci P e P,
valendo beninteso rispetto ad entrambi e rispetto alle altre variabili il com-
portamento di cul sopra.
Scriveremo in tal caso ¢(P, P).
Ove sieno R ed R’ due posizioni qualisivogliano (sempre sulla stessa

sezione o) dei punti P e P’, si pud qui ancora agevolmente concludere che
4 r\g.m‘m:'fw ad SIS "ogns differensa del t po ,‘(l‘ ) l") —
— (R, R) s 5 Semi-
Potens g 0 d tubo. — Sia g (x,y,s) una funzione
3ol D tubo T. t n e derivabile almeno tre volte.

Siano Q e Q' due punti generici di T; @,y .5 e a',y",s le rispet-
tive coordinate cartesiane; w,v,w e ', v, @' le coordinate curvilinee [de-
finite, possiam dire, dalla risoluzione delle corrispondenti (1)]; QQ' = »,0' =
=o(z',y &), dV=dx'dy'ds’, e si ponga
( I=1 —d%

8 L t A Q di una massa distribuita con densitd e entro
- l’

Per eseguire 1" integrazione, si pud immaginare seisso il tubo T (di sezione
) sempre ta) in tobetti infinitesimi, costituiti anch'essi, al
pari di T, da linee L, e valutare prima il contributo di un tubetto gene-
rico, s ndo pol questi contributi parziali.

Ove si adottino come variabili correnti di integrazione, in luogo delle

accennato criterio equivale ad eseguire una prima
tegrazione rispetto a »', lasciando fissi #', ', e ad integrare poi rispetto
a questi due parametri, facendoli variare entro il campo di valori corrispon-

dent T, cioé (nel 10 rappresentativo 27) entro .
y I ise alla formula di trasformazione degli

U= | dudi .Li L
J L7
= , perché, come abbiamo esplici-
Am r ¥

srametr P 1 ritengono situati sulla stessa sezione w = cost,
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dove D" & il valore di D in Q', e 1'integrazione rispetto a w va estesa
(nel senso delle w crescenti) a quel tratto L' della enrva L, passante per Q,
che appartiene al tubo T.
L'elemento d'arco d1. del tratto I’ & dato, a norma delle (1) e (5), da

Al = I dw',

rappresentando manifestamente 4" il valore di 4 in Q'.
Posto per brevita

(12) W=

(con che la funzione w godrd delle stesse proprietd qualitative ammesse per o
e @' indicherh il valore di w nel punto Q'), ed inoltre

(13) A

Ju r

la precedente espressione di U diviene

(11") U= ( du' dv' V .
W

4. Richiamo dell espressione asintotica di un potenziale di linea. — Fis-
siamo la nostra attenzione sul potenziale di linea V, definito dalla (13).

Sia O un punto generico della linea potenziante L' (non angoloso, né
coincidente con un estremo se la linea & aperta); si ponga ¢ = 0Q, Q se-
guitando a designare il punto potenziato (e Q' il punto potenziante).

In una Nota recente ho dimostrato (*) che (sotto larghe condizioni con-
cernenti la linea potenziante e la densitd della distribuzione, le quali, nel
caso presente, si trovano tutte verificate) si pud porre

(14) V=Vo4+ W,

in cui il secondo addendo W si conserva finito assieme alle sue derivate
(rapporto alle coordinate del punto potenziato Q) anche quando Q si avvi-
cina indefinitamente ad O, mentre il primo vale

V@ = — u, log (8* — &) — | wocoy + 2it, 2 { log & .

In questa formula le coordinate x,y, s del punto potenziato Q si rife-
riscono al triedro principale della linea L' in O, coll'asse & diretto secondo
la tangente (in un senso arbitratrio) e l'asse y secondo la normale princi-
pale (verso la concavitd di L'); ¢, & il valore della curvatura di L' nel
punto O ; w, il valore della densitd in questo punto; g, il valore della de-

(*) Cfr. pag. 13 di questo volume.

|
;
iy
{
!
|

- e e B AR e . v g - T

SR W Pt




— 426 —
rivata di « rapporte all'arco della curva L (nel senso assunto come positivo

sopra la tangente).

Si noti che, senza alterare il carattere asintotico di V@, si pud aggiun-
gereli (togliendo contemporaneamente all'altro addendo W, che insieme
:\n_'nm V) una qualunque costante, anzi una qualunque funzione, che resti

finita assieme alle sue derivate prime. Ci varremo di questa proprietd per
rendere omogenei (di dimensione zero rispetto alle lunghesze) gli argomenti
lei due logaritmi, che compariscono nella riportata espressione di V@, so-
stituendo ad essa la seguente:

& —x ¢
; et

Vo= —pulog——— ) 8o Co¥ T Sl { log

inghezza costante (a priori indeterminata).

tempo in modo opportuno.
iire a V@ upa forma indipendente dalla

Oc¢
elta d assi coordinati. All'mopo basta pensare al significato geometrico
1te /. che appariscono in V. Esse possono manifestamente
ars le cor nti del vettore OQ secondo le direzioni (posi-
y ) g de ile principale della curva L' in O.
Se dun S ) ¢on ed n, tali componenti, si potrd scrivere
b " AT
B .
) ' =— —u o = —lu —+ 2u, ¢, ¢ log T
Non s male aggiungere l'osservazione seguente:
Ove si facciano intervenire le coordinate curvilinee », v, w, 1'elemento
) 1 | 1
g a L vale —dw ; d'altra parte «, a norma della (12),
pu siderarsi come fu ¢,v,w; ne viene, riferendosi in
particolare al punto O, e servendosi di notazione evidente,
1 i |D
14 ) U, =— ( R U)
b h S :
P nt s - 1 g . .
I itenere la presente Nota entro i limiti dovuti, rimetto la con-

mnuazione ad una Nota II. che recherd il medesimo titolo.




