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curve della disimbibizione s'abbassano piuttosto lentamente, pur essendo pa-
rallele; la curva di riimbibizione (di una delle lenti) monta invece rapida-
mente, come quelle della lente normale immersa in acqua distillata. (Sospen-
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demmo 1'altra lente nello spazio chiuso, saturo di vapor d'acqua: strano a
dirsi, essa continud a diminuire di peso, cioé a cedere acqua all’ambiente!).

In questi esperimenti, perd, processi di osmosi si svolgono insieme coi
processi di imbibizione e disimbibizione, e quindi 1'effetto che si ottiene &
complesso. Ma di cid tratteremo diffusamente pil tardi.

Matematica. — Swlla continuite di un integrale rispetto ad
un parametro. Nota della dott.” P. QuINTILI, presentata dal Socio
Y. CERRUTI.

11 sig. Pringsheim, in una Nota sulla formula integrale di Fourier ('),
osserva che le condizioni per la validita di questa formula, poste nell'opera
di Riemann-Weber (®) sulle equazioni alle derivate parziali della fisica ma-
tematica, sono insufficienti, se stiamo alla dimostrazione contenuta in tale
libro; ma contemporaneamente egli afferma che esse sono sufficientissime
quando la dimostrazione si conduca in altro modo.

(*) Ueber das Fouriersche Integraltheorem. Jahresbericht der deutschen Math-Ve-

reinigung. Bd. XVI, H. 1 (gennaio 1907).
(%) Die partiellen Diff-gleichungen der mathem. Physik. Bd. I, § 17.
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i In una recente Nota di L. Orlando (*) sono, infatti, stabilite le basi
jella formula integrale di Fourier, con condizioni meno restrittive di quelle .
!

imposte nell’'opera su citata. . : N
La dimostrazione si fonda essenzialmente sull'osservazione che 1'inte-

grale

f(@) = ‘vq()\) cos ak dA (e>0)

e

per ogni valore di «>>0 ® una funzione continua, quando ¢(4) tenda a
3 —
a zero per 4 infinito, e sia monotdna per A=c.

Questa continuitd non potrebbe essere dedotta dai teoremi generali con-
tenuti nell'ottimo libro del Riemann-Weber, perch® ivi, sulla continuitd di
un integrale rispetto ad un parametro, sono dimostrati soltanto i tre teoremi
che ora enunceremo:

1°) quando f(x,y) & una funzione continua di @ ,y, allora 1" inte-
orale | f(z,y)dr & una funzione continua di y;

~e
2°) quando 1' integrale . Y(x) dx converge assolutamente, e quando
@(x,y) & una funzione contenuta in limiti fissi, e tale che, per ogni valore finito
oo
di 2. sia una funzione continua di x,y, allora 1" integrale ‘ Y(z) @(z,y)de
e

¢ una funzione continua di y;

x
3°) quando ‘ ¢(x) dr converge, ed & Y(x) una funzione che tende

Je
a zero per x infinito ed & monotdna per = =c¢, allora, se « tende a zero
per valori positivi, sard

lim | g@) az)ds =y (0) | o) de .

Nessuno di questi teoremi pud permetterci di decidere se f(a) sia o
no una funzione continua, per ogni valore di « > 0.

Per questa considerazione, non crediamo che sia inopportuno aggiungere,
| come complemepto a questi tre teoremi dimostrati nel Riemann-Weber, la
soguente proposizione :
A) Supponiamo che @(x) sia una funzione limitata, monotdna per ogni
valore di z =¢, e che essa tenda a zero per « infinito; supponiamo inoltre
che, per ogni valore di % abbastanza vicino a zero, si possa scrivere

Kz, y+h)+ K=z, 9| < o, ’

(') Sulla formula integrale di Fourier. Rend. della R,

) ) Ac i i Lincei
Vol. XVIL fase, 6° ¢ 8° (2° som. 1908), cademia dei Lincei.
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dove @ & un numero positivo, indipendente da « e da y, fissato ad arbi-
trio; sia inoltre, per ogni coppia di valori p e ¢, non inferiori a ¢, l'inte-

grale IIK(a:,y) dx contenuto in limiti fissi, indipendenti da = e da y, e
“p

anche da p,¢. Con queste ipotesi, noi dimostreremo che 1'integrale
F(y) = j g(z) K(2 , y) de
e

¢ una funzione continua di y.
Incominciamo a spezzare l'integrale F(y) nel seguente modo:

W) 7o) = [ ¢ K@) do= [ 9@ K@) do + | 9@ Ko ) do

I

od ogserviamo che, per il secondo teorema della media, possiamo scrivere:
v 4 v

(2) f g(z) K(z , y) de = o(7) L K(z,y)dz 4+ g(») [ K(z,y) de
o < JE

dove & & un valor medio fra y e ».
Se facciamo tendere » all' infinito, allora ¢(») tende a zero; ma abbiamo

q

q
anche detto che J K(z ,y) dz & contenuto in limiti fissi: dunque & chiaro
vp
che esiste un numero positivo fisso M, maggiore del valore assoluto di questo

integrale.
Queste osservazioni ci permettono di stabilire la formula:

‘f:w(x)x(x,ywx < lg(@)| M.

Se y ¢ fissato abbastanza grande, allora si pud asserire che, per ogni valore
di y, & ¢(y) minore di 4—&, dove & & un numero positivo fissato ad arbi-

trio; dunque sara, evidentemente,
@ | o5 gt nde— [ o@ e de] <5

Consideriamo ora 1'altro integrale f Tgw(x) K(x,y) dz, che figura nella

formula (1). Esso & una funzione continua di y; infatti, abbiamo posto la
condizione che, per % abbastanza vicino a zero, si possa scrivere

K@,y + 4 —K(z,p)I<o;
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quindi possiamo determinare ® in modo che sia
&

w/_’__——

‘T -
oM | [g(x)|dx

' Vi i serivere, insieme con la (3), anche
Questo ci permette, ev identemente, di scrivere, 1 (

la formula:

»

3

D |

’ .\\I‘I(J') K.yt h) de — | ‘m.r) K(x,y)da l <

L

e di dedurre subito 1'altra

< B

|‘ vq‘(ir) K(x .y + h) de — | ¢(x) K(x,y) da

t ' che Vi 3 i valore di A abbastanza vicino ¢
Questa inuguaglianza, che vale per ogni valore di ‘/; abbastanza vicino a
zero. dimostra la continuitd dell integrale F(y)= ‘ ¢(x) K(2,y) dz ri-

spetto alla variabile y.
Dal teorema che abbiamo ora dimostrato risulta subito la continuita
~®

di F(e)= ’ @(4) cos @Z d4, per ogni valore di e maggiore di zero.

il oE "= J(ad)

Risulta anche la continuita dell integrale F(a):\‘c m dA per
ogni valore di «; quest integrale ha, come l'altro, importanza nell inver-
sione di alcuni integrali definiti.

Dalla dimostrazione che abbiamo data si vede che non & strettamente
necessario supporre che g(x) sia sempre monotdna per ogni 2 = ¢. Basterd

che @(x) sia monotona per x = m, dove 7 & un numero fisso = ¢. Infatti,

“m

| & una funzione continua di y, per il teorema 1° che abbiamo richia-

mato dal Weber; all'integrale rimanente | applicheremo il criterio rap-
“m

presentato da A).

Sia @, ., @:,a;, ... UDa successione monotdna avente il limite Zero; e sia
1(y) s us(u) . us(y) , - . . una successione di infinite funzioni della variabile Y,

tali che s.(y)=wu\(y) 4 us(y) <4 -- -+ u,.(y) si mantenga sempre, per
quanto cresca z, in limiti fissi, indipendenti da Y.

Se noi assumiamo ¢(x)=gqa, per 1=, <2, poi ¢(z)=a, per
2= <3, ecc.; e se assumiamo K(z,y) = w(y) per 1=2<2, poi
K(x,y) =us(y) per 2= 2 <3, ecc.: allora possiamo senz'altro dire che

la serie

s (y) + as us(y) 4 s us(y) 4 -
rappresenta una funzione continua di y. Questo
modo semplice, stabilire direttamente.

risultato si pud anche, in

T S —




